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Résumé

Notre objectif dans ce travail est de tester ItefGite du filtre de Kalman discret dans
le domaine hydrologique et plus précisément damsddiction multi-site de la pluviométrie
dans lebassin versant Moyen Cheliff (Algérie), et 'ameétiton de I'erreur de prédiction
pour un pas annuel et mensuel, et pour une dimersgatiale et temporelle. Pour ce faire,
nous avons utilisés les données pluviométriqguess detations de notre région d’étude,
observées sur une période de 11 ans (2000-2018)rdseiltats obtenus montrent que les
écarts entre les observations et les prédictiorienobs sont minimales et cela pour les
différents pas et dimensions. Enfin, la performaduoefiltre de Kalman a été vérifiée grace
aux graphes de la trace, du gain du FK et dessetgres, sans oublier le calcul de I'erreur
relative moyenne des prédictions qui est inférieard0%. On a aussi constaté que les
résultats obtenus pour le pas mensuel sont plasspyée ceux obtenus pour le pas annuel, ce
qui nous laisse dire que le filtre de Kalman easpderformant pour le pas mensuel comparé
au pas annuel.

Mots-clés : Filtre de Kalman, Prédiction multi-site, Pluviomét Bassin versant, moyen
Chéliff, Algérie



Abstract

The objective of this work is to test the forcetds of the discrete Kalman filter in
the hydrological domain and more precisely in theltiasite prediction of rainfall in the
Middle Cheliff watershed area (Algeria), the impeavent of the error of prediction for an
annual and monthly step, and for a spatial and eeahlimension. To do this, rainfall data
from five stations are used in our study area @avereriod of 11 years (2000-2010). The
results obtained show that the differences betwberobservations and the predictions are
minimal and this for the different steps and dimens.

Finally, the performance of the Kalman filter wdsecked using trace graphs, FK
gain and standard deviations, as well as calcgldtie mean relative error of the predictions,
which is less than 10%. It was also found thatrdsalts obtained for the monthly step are
more precise than those obtained for the annupl sthich allows to say that the Kalman
filter is better for the monthly step comparedhe ainnual step.

Keywords: Kalman filter, Multi-site prediction, Rainfall, Wershed, Middle Chéliff, Algeria.



Sommaire

Introduction générale

Chapitre I : Notion de base pour aborder le filtrede Kalman

oo 11 o 1o o Page 2
I.1 Probabilité et variables aléatoires ...........ccovvi i Page 2
.11 Loide probabilité .........c.oiiii i e Page 2
1.1.2 Variable aléatoire réelle ..........coiiiii i e Page 3
1.1.3 Loi de probabilité & plusieurs variables ...........c...coooii i Page 3

1.1.4 Espérance, variance et moments d'une variabl@léatoire réelle a densité de

Probabilite ... e Page 4
1.1.5 Densité de probabilité d'un vecteur aléatoire.............ccooviiii i e Page 4

1.1.6 Densité de Probabilité d’'un vecteur aléatoire..............cccovvivviiiiinn e, Page 5
1.1.7 Variable aléatoires diSCretes .........coviiiieiie it i e ee e ee e e Page 5

[.1.8 Fonction de répartition ............coceee i iii i e e e PAQE D
1.1.9 Probabilité conditionnelle ................coooi it e PAQE B
1.1.10 Densité conditionnelle ...........ccccoiiiii i e e PAQE 6
|.2 Rappel statistiqgue et méthode d’estimation .................cooiiiiiiiiiiii i, Page 6
[.2.1 Rappel StatiStiqUe .......c.viriirieie e e e e et e e e eae e e PAOE 6
1.2.2 Test relatif a I'échantillonnage ..................cc oo iiiiiiiee e e enen.. Page 9

1.2.3 Choix du modele fréquentiel .............cccooeii i el Page 11
1.3 Processus stochastique et séries chronologiques............covevevieieenennnnn. Page 12

[.3.1Estimation stochastique lIN€aIre ...........c.oovie it e e, Page 12

1.3.2 Modele espace d'états ou modéle état MEeSUIe ..o vvvvieve e veiieinnenn, Page 13



[.3.3 Probleme du filtrage ..o Page 13

(@0} 1] 1151 10 o Page 13

oo 11 o 1o o Page 16
II.1 Généralité sur le filtre de Kalman ...............ccooiiii i, Page 16
[1.1.1 Historique du Filtre de Kalman ... e e, Page 16

[1.1.2 Domaine d'utilisation du Filtre de Kalman ....................................... Page 17

[1.1.3 Définition du Filtre de Kalman ...................ccccooiiiiiiieicee cee e en a0 Page 17

[1.1.4 Principe du filtre de Kalman ... e, Page 17
[1.1.5 Les limites du Filtre de Kalman ... Page 18
[I.2 L’estimateur optimal du filtre de Kalman ............... .o, Page 18

B R I =T ] = = | PSPPI =210 I e
11.2.2 Les estimateurs déterministes ..........covviviiie it eee e Page 18

[1.2.3 Estimateur optimale ............ccooie it i e e e e, PAQE 19

I1.3 Mécanisme de la méthode de filtre de Kalman .................cocooiiiiii i, Page 20
11.3.1 Variables et équations d’états ..........c.cooviiiiiie it e e Page 20
1.4 Présentation de I'algorithme récursif du filtr e de Kalman discret ................ Page 23
I1.4.1 Les différentes étapes d’évaluation des paraetres du systeme de FK ..... Page 23

11.4.2 Stabilité du filtre vis-a-vis de la divergerce ......................ccceeveveen..... Page 24
(@0 1] 1151 10 o Page 25
Chapitre 11l : Présentation de la région d’étude ¢ traitement des données
oo 11 o 1o o Page 27

[1l.1 Présentation de larégion d’étude ............ccooeiiiiiiiii i e, Page 29



[11.1.1 Situation géographique du bassin versant ...................................... Page 29
[11.2 Le réseau PIUVIOMELIIQUE .......oe et e e e e e e e e e eaeeaens Page 30
[11.2.1 AcqUISItion deS ONNEES ......oviniie e e e e e e e e o Page 30
[11.2.2 Caractéristiques du réseau pluviométrique .....................coveeenene...... Page 30

[11.3 Traitement des données hydrologiques ..................oeeveevveeve v eenn.n.... Page 30

1.3.1 Test d’HOMOQENEGILE .......c.oieitie e e e e e e e e e e e aens Page 30
[11.3.2 Ajustement de la série pIUVIOMELIIQUE ..........ovvmiiiiiie i e Page 31
(@] 0] 111 (0] o PP Page 40

oo [¥ o 1o o I Page 42
IV.1 Données de la prédiction multi-site ................ccceciv i i i ieveeenn ... Page 42
Y 1Y/ 0T 11 1= TS PPN 4= (0 [=2:
IV.3 Formulation espace-état du modéle adopté ............ceeeeievvneenenene...... Page 42

IV.5 Matrice de covariance des bruits du systeme etelle des bruits des mesures
ciieen...... Page 45

IV.6 Matrice de transition d’état et matrice de mesire ..................cooveiieneenis Page 45
IV.7 Les équations récurrentes du filtre de Kalman................cooooei i, Page 45
IV.7.1 Matrice gain du filtre ... e Page 45
I\V.7.2 Utilisation de la mesure pour actualiser I'stimation ........................... Page 46

IV.7.4 Prédiction un pas en avant de I'estimationgctualisée) corrigée par la mesure
ieeee..... Page 47

I\V.7.5 Matrice de covariance de I'erreur de prédicion un pas en avant .......... Page 47



V.8 Résultats et interprétations ............ooviiiir e e e e Page 47
IV.8.1 Prédictions MUILi-SIte .........oi it e e e e e e e e e Page 48

IV.9 Analyse des innovations du filtre (résidus) .............ccoeevevvevvevnnn. ... Page 56

V.10 Comparaison entre le pas annuel et mensuel ..., Page 58

IV.10.1 Moyennes et déviation standard des prédiains multi-sites ................. Page 58
(@0 1] 1151 10 o PPN <= 10 [ -10)
Conclusion générale

Références bibliographiques



LISTE DES TABLEAUX

Tableau N°lll.1 - Les Sous-régions du Bassin Chefizahrez ......................... Page 28
Tableau N°l11.2 - Coordonnées des stations hydrométues ................c..cceueee Page 30

Tableau N°lll.3 Résultat de test d’homogénéité poules cing stations hydrométriques
ceeeeenn... Page 31

Tableau N°lll.4-Caractéristiques empiriques de la érie pluviométrique 1 ( BENAIRIA)
ciieee...... Page 32

Tableau N°lIL.5 - Résultat du test de Khi-2 pour les cing stations hydrométriques
ireenn.. Page 33

Tableau N°III.6 - Résultat de l'ajustement ................c.ceieee e vei v eennen..... Page 34



LISTE DE FIGURES

Figure N°I.1 : Courbe de laloinormale ............ccooiiiiiiiiiie e, Page 11
Figure N°Il.1 : Schéma explicatif du mécanisme duiltre de Kalman .............. Page 21
Figure N°II.2 : Algorithme du Filtre de Kalman ............ ..., Page 23

Figure N°IIl.1 : Représentation des sous-bassins ogposants la région de Cheliff

ceeneen..... Page 27
Figure N°Ill.2 : Représentation des sous-régions dbassin Cheliff-Zahrez ...... Page 28
Figure N°II1.3 : Situation géographique de la soug€gion N°2 ...................... Page 29
Figure N° Ill.4 : Ajustement de la série N°1 a ladi de Gumbel ..................... Page 35
Figure N° III.5 : Ajustement de la série N°1 a ladi de Lognormale ............... Page 35
Figure N° 111.6 : Ajustement de la série N°2 a ladi de Gumbel ..................... Page 36
Figure N° 111.7 : Ajustement de la série N°2 a ladi de Lognormale ................ Page 36
Figure N° 111.8 : Ajustement de la série N°3 a ladi de Gumbel ..................... Page 37
Figure N° I11.9 : Ajustement de la série N°3 a ladi de Lognormale ............... Page 37
Figure N° I11.10 : Ajustement de la série N°4 a ldoi de Gumbel ................... Page 38
Figure N° 111.11 : Ajustement de la série N°4 a ldoi de Lognormale .............. Page 38
Figure N° 111.12 : Ajustement de la série N°5 a ldoi de Gumbel ................... Page 39
Figure N° I11.13 : Ajustement de la série N°5 a ldoi de Lognormale .............. Page 39
Figure N° IV.1 : Gain du filtre de Kalman (Pas anntel) ...............ccocvvvennnen. Page 48
Figure N° IV.2 : Trace de la matrice de covariancel’erreur (Pas annuel) ....... Page 49

Figure N° IV.3 : Prédictions annuelles des précipdtions aux 5 stations pluviométriques
(exp : Année 2002 €t 2010) ...cuuniviniiieie e e e e e eeeeene - P@QE B0
Figure N° IV.4 : Prédictions annuelles des précipdtions en fonction des années (exp :
Station N° 2 et Station N4) ... e e e e e e e e Page 51
Figure N° IV.5 : Gain du filtre de Kalman (Pas mensiel) ............................ Page 52



Figure N° IV.6 : Trace de la matrice de covariancel’erreur (Pas mensuel) ...... Page 53

Figure N° IV.7 : Prédictions mensuelles des précifitions aux cing stations

pluviométriques (exp : Mars 2000 et Octobre 2010) wu.vveviiveiieinevienineenne Page 54

Figure N° IV.8 : Prédictions mensuelles des précifations en fonction des mois (exp :

Station N°3 et Station N4) ... e e e e e Page 55
Figure N° IV.9 : Innovation du FK a la Station N°1 (Pas Annuel) ............... Page 57
Figure N° 1V.10 : Innovation du FK a la Station N°1 (Pas Mensuel) ............ Page 57

Figure N° IV.11 : Ecart-type moyen des observationst des prédictions annuelles aux 5
StAtioNS (2000-2011) ..euneieie it e e e e e Pads8

Figure N° IV.12 : Ecart-type moyen des observationst des prédictions mensuelles aux 5
viveen.... Page 59






INTRODUCTION GENERALE

L’hydrologie est la science de I'eau. Molécule, ,giéquide ou solide, I'eau voit son
étude ressortir a la physique et a la chimie. Cas$¥tude de I'eau dans la nature, ou
s’expriment évidement ses propriétés physico-chikmsg auxquels est consacrée I'’hydrologie.

Le Filtre de Kalman est un algorithme optimal eturgif de traitement de données,
autrement dit, in’exige pas de garder ou de stocker en ménlbirggralité des données
précédentes, pour étre prises en considéraldms les calculs a chaque fois qu’'une
nouvelle mesure lui est fournie. Ceci est une pébfrtres importante qui rend
limplémentation du filtre trés pratiquell peut aussi étre définit comme étant une approche
statistique d'assimilation de données, dont lecpeest de corriger la trajectoire du modeéle
en combinant les observations avec l'informatianrie par le modéle, de fagon a minimiser
I'erreur entre I'état vrai et |'état filtre.

Notre application consiste en [lutilisation du Fltde Kalman discret dans la
variabilité pluviométrigue dans le bassin versanot Moyen Cheliff afin d’étudier son
applicabilité a la modélisation et la prédiction Itisite de la pluviométrie, ainsi que
I'amélioration des erreurs de prédiction et ce geyras mensuel et annuel.

A cette fin, on aura besoin des précipitations melhss et annuelles observées dans
cing stations hydrométriques pour une période deadd qu’on utilisera pour tracer des
graphes spatiales et temporelles, et cela pouas@pnuel et mensuel.

Dans ce cadre, notre travail a été structuré cosuite

Dans le premier chapitre, nous avons fait un rappelles lois de probabilités et de
statistiques, le processus stochastique et le gmmabbe filtrage.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons donné aesajiés sur le Filtre de Kalman
tout en présentant le mécanisme de la méthodeltie & Kalman et son algorithme.

Dans le troisieme chapitre, nous avons procédépaélsentation de la zone d’étude,
’lhomogénéisation des données pluviométrique etdgistement.

Dans le quatrieme et dernier chapitre, nous avppscueé le Filtre de Kalman a nos
séries pluviométriques et compareé les résultate ¢ différentes phases de travalil.



CHAPITRE I Notion de base pour aborder le filtre de Kalman

LE CHAPITRE 1: NOTIONS DE
BASE POUR ABORDER LE FILTRE
DE K&ALMAN



CHAPITRE I Notion de base pour aborder le filtre de Kalman

Introduction

La théorie des probabilités est I'étude mathématidgss phénomenes caractérisée par
le hasard et I'incertitude. La statistique est,rqua elle, I'activité qui consiste a recueillir,
traiter et interpréter un ensemble de donnéesidteedes interconnexions entre ces domaines
des sciences de I'aléatoire.

Ces domaines mathématiques sont en relation avewitees domaines mathématiques
comme l'algorithme, I'analyse, l'informatique théqpre ou la logique. Les probabilités se
retrouvent dans la théorie des jeux, la biologé&gdnomie ou la physique, entre autres. On
retrouve la statistigue dans des domaines comnuen@mie, la physique, la sociologie
...etc[1]

[.1 Probabilité et variables aléatoires
I.1.1 Loi de probabilité

En probabilités, nous utilisons beaucoup de mottadgage courant, mais ceux-cCi
revétent un sens précis, il faut par conséquernttdénir et les commenter.

Epreuve : on désigne par ce mot une expérience concreteedain dé, prendre un
objet au hasard pour en noter ses caractéristigu&leyver un échantillon d’'une population en
vue d’'une observation quelconque.

Univers Q des éventualitésc’est I'ensemble des résultats possibles d’'uneuégre
Ainsi par exemple, en langant un dé dont les faoes numérotées de 1 a 6, a-t@n {1, 2,
3, 4, 5,6}. Le symbol& représente un ensemble fini et les éléments de eesemble sont
appelés éventualités ou évenements €lémentaires.

Evénement : C'est un type de résultat pouvant se produire tbusmie épreuve.
peut étre caractérisé par une proposition logiquaoi pouvoir se ramener sans ambiguité a
une partie de l'univer£2. Ainsi par exemple si on prend I'ensemlile ={1,2,3,4,5,6},
I'événement décrit par la proposition p « étre patorrespond a la partie {2,4,6}.

Evénements certains et impossibles Ce sont ceux pouvant se mathématiser
respectivement par les parties pleifeet vide Par exemple en prenant I'ensemigke
={1,2,3,4,5,6}, la phrase « obtenir 7 » caractélrideénement impossible.

Conjonction et disjonction de deux événementsla conjonction « et » de deux
eévénements correspond a l'intersection de cesetsrrat la disjonction a leurs union.

Ainsi si nous notons A I'événement « nombre paat>B I'événement « mois de 4 », nous
avons :

A={2, 4,6} B{1, 2, 3}
A N B = {2} représente I'événement « un résultat gainférieur a 4 »

AUB={1, 2, 3, 4, 5, 6} représente I'événemeninrésultat pair ou inférieur a 4 ».
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Evénements contraires te mot correspond bien évidemment a la négationueg
et a la notion ensembliste de complémentaire. Inéraime est le plus souvent par une barre de
surlignement.

Evénements incompatibles :deux évenements sont dits incompatibles s’ils ne
peuvent se produire en méme temps (ils ne sonblgagmtoirement contraire). Ce sont donc
simplement des parties disjointes(de

A, B sont incompatibles» ANB =@

Systeme complet (ou exhaustif) d’événementsciest une partition d€, c'est-a-
dire un sous-ensemble AAo, ..... Ande PQ) de parties incompatibles deux a deux, et dont la
réunion constitu€. (Louis Gacogne/Gérard Frugier, 1990)

Probabilité : Par définition, une probabilité P sur 'ensem@lales éventualités est
une application B¥) — [0, 1] qui posséde les deux propriétés suivantes :

1 est la probabilité maximale pour I'événement cegin P(Q2) =1
Si A et B sont incompatibles : P(A U B) = P(A) + |).
1.1.2 Variable aléatoire réelle

Une variables aléatoire réelle est une variablataike a valeurs dars ou une
partie deR, c’est une fonction définie depuis I'ensemble désultats possibles d'une
expérience aléatoire, dont on doit déterminer Gbabilité qu’elle prenne une valeur donnée
ou un ensemble donnée de valeurs. Les variablatoaks réelles sont les variables aléatoires
les plus couramment étudiées, ce qui conduit le=uggia omettre I'adjectif réel, et a parler de
variables aléatoires tout courde@n-Yves DAUXOIS, 2013)

1.1.3 Loi de probabilité a plusieurs variables

Dans certains problemes interviennent simultanémkrsieurs variables aléatoires.
Mis a part les cas particulier de variables indépetes et de variables liées
fonctionnellement, cela introduit la notion de di@ probabilité a plusieurs variables autrement
appelée loi jointe. La description des notions espondantes dont certaines généralisent les
notions relatives a une seule variable, est simplifie deux maniéres :

- Seules les variables continues sont considéréest possible de passer aux variables
discrétes en utilisant la fonction de Heavisidedonction de Dirac.

- Pour éviter la lourdeur des formules, I'exposéligsté a deux variablegJean-Yves
DAUXOIS, 2013)
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I.1.4 Espérance, variance et moments d'une variabl@léatoire réelle a densité de

probabilité

Soit X une variable aléatoire réelle ayant une ii&nde probabilité¢f D'apres

le théoréme de transfert, X possede un momentrd'@rdi et seulement si l'intégrale :

400
f [t|*f(t)dt est finie

Dans ce cas :
E[X] = [ tkf(t)de ... 1.1
L’espérance sera :
ElX] = [ tf(t)dt ... 1.2
Le moment d'ordre 2 :
E[x?] = ["7 t*f(t)dt ... 1.3

La variance :

[ee] 0 2
VX)) = T2 2f@de — (77 tf(ode)” .13
I.1.5 Densité de probabilité d'un vecteur aléatoire

Un vecteur aléatoire est une généralisation a rewsions d'une variable aléatoire
réelle. Alors qu'une variable aléatoire réelle ws¢ fonction qui & chaque éventualité fait
correspondre un nombre réel, le vecteur aléatsireirge fonction X qui a chaque éventualité
fait correspondre un vecteur & (Jean-Yves DAUXOIS, 2013)

Les applicationg, x5 ... ... , X, sont des variables aléatoires réelles appelées

composantes du vecteur aléatdiralors X = (x4, x5 ... ... , Xn)

Une fonctionf: R™ — [0,1] est une densité c’est elle satisfait

Jon £ (X1, 22, %5 e o X)Xy e dy = 1
On dit qu’un vecteur aléatoité = (x4, x5 ... ... ,X,) admet la densitg si :
PX; <aq ..., X < ay)= f]_oo‘al] ...... ]_oo,an],f(xl'xZ'x3 e e X)) AXg e dxy, =1

4
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|.1.6 Densité de Probabilité d’'un vecteur aléatoire

On dit qu’un vecteur aléatoide = (X1, . . ., Xn) est absolument continu(e) si il existe
une fonction mesurable

f: (RBR") - (R,BR")
Telle que, pour tout X = (X. . ., %) dans R, on ait :
Px (]=o0, %] X ... ] =00, %a 1= [0 [ fix (ua,... up)duy ... duy,
La fonctionfy est appelée densité de probabilité conjointe dteve X.
Toute densité de probabilité conjoirfiedeR,, vérifie les trois assertions suivantes :

i)  fx estpositive.
i)  fx est mesurable.

iii)  fy estintégrableet: [ fy (x1, ..., Xp)dxy ... dxy =1

Réciproguement toute fonctigy dansR,, vérifiant i), ii), iii) est une densité de probkiei.
(Jean-Yves DAUXOIS, 2013)

[.1.7 Variable aléatoires discretes

On dit d'une variable aléatoire est discréete & elé peut prendre que des valeurs
numeériques isolées. Dans le cas contraire, onutillg est continue.

Une variable aléatoire discrete finie est donc ajp@ication

X
Q - Ensemble £, ... ... , X, } fini des valeurs d&.

Ce sera le cas chaque fois queest fini, par exemple la somme des numéros des
faces lors du lancer de trois dés, le nombre dreafd’'une famille ...

Une variable aléatoire discréete dénombrable estappécation de2 dansN qui est
infini, mais formé de valeurs bien isolées les udes autrefl.ouis Gacogne/Gérard
Frugier, 1990)

1.1.8 Fonction de répartition

Cette notion est surtout utile a la description lés continues, notamment a cause
de sa dérivée lorsqu’elle existe, qui déterminedasité de probabilité en un poifiLouis
Gacogne/Gérard Frugier, 1990)

La fonction de répartitiorF associée a une variable aléatdireest la fonction
définie surR, a valeurs dans [0,1] par :

F(x)=PX<x)..l4
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[.1.9 Probabilité conditionnelle

Pour tout évenememt de probabilité non nulle, on appelle probabiliv@ditionnelle
aB, la probabilité sur@, A)

P(ANB)

PP:4 ~[0,1] A - PE(A) =T

PB(A) s’appelle probabilité conditionnelle B de A ( ou encore probabilité dé
sachaniB. On note aussi

P3(A)=P(A/B)
[.1.10 Densité conditionnelle

Supposons qu€ = (X,Y) soit un vecteur dan®™ x R™ de variables aléatoires
discrétes.

La fonction : KX =x:R™ > Rt

2D
e

Est une densité de probabilité sRif* et est appelée densité conditionnelleYdesachant
queX = x. On noteP¥ = x la loi de probabilité associée, appelée lovdsachant qu& = x.

|.2 Rappel statistique et méthode d’estimation
1.2.1 Rappel statistique

A. Parametre de I'échantillon

A.1 Parameétre a tendance centrale

A.1.1 Le mode

a) Variables quantitatives discrétes (non classees)

Le mode correspond a la valeur de la variable peguelle I'effectif ou la fréquence est le
plus grand. Certaines variables peuvent présehisieurs modes.

b) Variable quantitative continue ou discréte classe

La classe modale est la classe dont la fréequenceipte d’amplitude est la plus
élevée, cette classe correspond donc au rectaeglplus haut de I'histogramme des
fréquences.
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A.1.2 La médiane

La médiane (notée §1d’une variable quantitatives est la valeur deeceariable qui
permet de scinder la population étudiée en deus-population de méme effectif. Plus
précisément, il y a autant d’individus pour lesguah a observé une valeur supérieura M
gue d’'individus pour lesquels on a observé unewadlgérieure a M (Antoine Ayache &
Julien Harmonier)

A.1.3 La moyenne

On dispose d’'une population de N individus et osembkex,, x,, ..., xy les valeurs
d'une variable quantitative discréteé pour ces individus(Antoine Ayache & Julien
Harmonier)

a) Moyenne arithmétique
Elle est notée par et elle est définie de la maniere suivante :

— _ x1txz+tx 1
X = % = EZ?’zlxi ... I.b
b) Moyenne quadratique

Elle est notée pan, et elle est définie par la maniére suivante :

1
mzz\/ﬁﬂ"ﬂx?:\/z}{‘:lfix? 16

c) Moyenne harmonique
Elle est notée pan_, et elle est définie de la maniere suivante :

N 1
m_q =W I ok fi 1.7

Z?I=1xli i=1y,
d) Moyenne géométrique
On ne peut définir cette moyenne que lorsque leserohtionsxy, ..., xy sont
toutes des membres réels positifs. Si tel est & kea moyenne géométrique de ces

observations est notée pdy , et elle est définie par :

— N Ny ok _ o f1 Sk
My = VYX1X3 . Xy =[x .. X =x1 ..Xg ... 1.8
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A.2 Parametre de dispersion

On dispose d’'une population deindividus et on observe,, ..., xy les valeurs d’'une
variable quantitative discrét& pour ces individus.

A.2.1Etendue

L’étendue ey de la variable quantitative discréke est la différence entre la plus
grande et la plus petite des valeurs observées :

ey = max x; — min x; ... 1.9
1<isN 1<isN

A.2.2 Variance et écart-type

La variance de la variable quantitativ&é, notée par VarX), est, par définition, la
moyenne arithmétique des carrées des écarts ayleanme arithmétique :

Var(X) = %Z?’:ﬂxi -%)?2...1.10
Cette formule peut également se réécrire soustaefo
Var(X) =YX, fi(x; — )% ... 111

Ou K désigne le nombre de valeurs distincteX @ f;=n; /N est la fréquence de la valepr
Une autre formule importante (parfois désignée lpaiormule de Huygens) permettant le
calcul de la variance est :

1 _ _
Var(X) = (33, x%) - @2 = (B, fix?) - (@2 ... 112
= (Moyenne quadratique de X)? — (Moyenne arithmétique de X)?

L'écart type de la variableX, noté pawy , est, par définition, la racine carrée de la
variance de cette variable :

oy =+ Var(X) ... .13
A.2.3 L’écart absolu moyen

L’écart absolu moyen a la variable quantitativecdite X est la moyenne
arithmétique des valeurs absolues des écarts ayarme arithmétique :

1 _ -
ex =y alxi =% = X filx — % ... 1.14

Ou K désigne le nombre de valeurs distincteX @e¢f; la fréquence de; . (Antoine
Ayache & Julien Harmonier)

A.2.4 Coefficient de variation

Pour une variable statistique réefleon appelle le coefficient de variation le rapport



CHAPITRE I Notion de base pour aborder le filtre de Kalman

= 5%
c==..115

Le coefficient de variation est un nombre sans dsi qui permet de comparer
deux variables statistiques de natures différenf&atoine Ayache & Julien Harmonier)

B. Parametres de formes
B.1 Coefficient d'asymétrie

Il existe plusieurs coefficients d’asymétrie. Lempipaux sont les suivants :

a) Le coefficient d’asymétrie dBearsonfait intervenir le modé/, : quand il existe, il
est définie par :

s(X)

b) Le coefficient d’'asymétrie d&ule fait intervenir la médiane et les quartiles, il est
définit par :
= Q&2 17
2(Q3—-Q1)

Tout en sachant que les quartiles sont les nombedsQ,, Q,, Q; pour lesquels les
fréquences cumulées desont respectivement 0,25 ; 0,5 ; 0,75.

c) Le coefficient d’asymétrie dEisher fait intervenir les moments centrés, il est défini
par :

_M3_ i3
F = % S3(X)...|.18
Ky

Lorsque le coefficient d’asymétrie est positif,distribution est plus étalée a droite :
on dit qu’il y aoblicité a gauche.

Lorsque le coefficient d’asymétrie est négatifdistribution est plus étalée a gauche :
on dit qu’il y aoblicité a droite.

B.2 Coefficient d’aplatissement

La encore plusieurs définitions sont possibles.

Le coefficient d’aplatissement dRearsonest : 8, = %
2

Le coefficient d’aplatissement d&ule est :F, = % -3

2

1.2.2 Test relatif a 'échantillonnage
A) Test de stationnarité et d’homogénéité de Manet Whitney (1947)

Le test de la médiane utilise tres peu d’'informaiet comme le test du signe il est
peu puissant. On introduit alors le test de Mannthély qui est une extension du test des

9
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signes et rangs. Ce test est utilisé pour compadeerx echantillons qui ne peuvent se
distinguer que par un glissement de leur positidassi, pour utiliser ce test, on fait
I'hypothése que la dispersion des deux échantiksht€omparable.

B) Test de stationnarité et d'indépendance de Waldt Wolfowitz (1943)

Le test des suites de Wald-Wolfowitz est une adttve non-paramétrique
au test pour des échantillons indépendants. La procédéwessite une organisation des
données similaires a celles utilisées pour untt&st des échantillons indépendants.

Ce test suppose que la variable en question esihaenet qu'elle soit mesurée sur
au moins une échelle ordinale (c'est-a-dire avex rdags). Le test des suites de Wald-
Wolfowitz permet de tester I'hypothése selon ldguek deux échantillons indépendants sont
tirés de deux populations divergeant sur plusiesgects, c'est-a-dire non seulement par
rapport a la moyenne, mais également par rappdat farme générale de la distribution.
L'hypothése nulle stipule que les deux échantillappartiennent a la méme population.
Ainsi, ce test est difféerent du test paramétrifjgei ne teste strictement que les différences de
positions (moyennes) entre les deux échantillons.

C) Test d’Anderson

La statistique d'Anderson-Darling (AD) déterminenslajuelle mesure les données
suivent une distribution spécifique. Généralemehts la distribution s'ajuste correctement
aux données, plus cette statistique est faible.

La statistique d'AD est utilisée pour calculer Eewur de p du test d'adéquation de
l'ajustement, ce qui nous aide a identifier lagoi s'ajuste le mieux a nos données. Elle est
également utilisée pour vérifier si un échantiltben données provient d'une population avec
une distribution spécifique.

Les hypotheses du test d'’Anderson-Darling sorduesantes :

- Ho: les données suivent une distribution spécifiée.
- Hi:les données ne suivent pas une distributioniféfeéc

Si la valeur de p du test d'Anderson-Darling e$triaure au seuil de signification
choisi (généralement 0,05 ou 0,10), on peut enlaomaue les données ne suivent pas la
distribution spécifiée. Minitab n'affiche pas sys&tiquement une valeur de p pour le test
d'Anderson-Darling car elle n'‘existe pas mathématigent dans certains cas.

D) Test du cumul des résidus

Dans la méthode du cumul des résidus, on calcateod la régression entre la série
étudiée et la série de référence. On peut alonsdola série des résidus (le résidu étant I'écart
entre la valeur vraie et la valeur estimée pareggjon). On effectue ensuite la somme de ces

10
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résidus que l'on pointe sur un graphe en fonctiotechps. Si la série testée est homogeéne, la
distribution de ces résidus est completement dléato

Par contre, si la série est hétérogéne, la courbsepte des portions anormalement
croissantes ou décroissantes. Si elle sort d'ulieseslde significativité définie pour un
intervalle de confiance donné, on peut conclurarsuhétérogénéité est détectée a la cassure
de la courbe (Bois, 1986).

1.2.3 Choix du modele fréquentiel
A- Distributions théoriques

A.1 Loi normale ou loi de Gauss

La loi normale est la loi statistique la plus régaa et la plus utile, elle représente
beaucoup de phénomenes aléatoires. De plus, dereosels autres lois statistiques peuvent
étre approchées par la loi normale, tout spéciai¢aens le cas des grands échantillons.

Son expression mathématique est la suivante:

n
nx)=———e 2

V21T o 119

n(x)

Figure N°I.1 : Courbe de la loi normale
* M :Lamoyenne.
* 0 :Lécart type.
* n:Le nombre total d’'individus dans I'échantillon.

* n(X) : Le nombre d’individus pour lesquels la grandanalysée a la valevr

11
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A.2 Loi log-normale

La loi log-normale est un cas particulier de larormale. On dit que X suit une loi
log-normale, si son logarithme, Y = In(X), suit uloe normale. Les conditions de formation
de la loi log-normale est identique a la loi norepa la différence que les facteurs agissent de
maniére multiplicative.

C’est une loi définie suR*, asymétrique, étalée a droite, sa densité de pilabaest :

1 Inx—p, 2

1
fx)=—=e2"c )" 120

A.3 Loi de Gumbel

La loi de Gumbel est utilisée pour modéliser lelewas extrémes. Par exemple, pour
définir de maniere adéquate la puissance d'un werea s'intéresse au nombre maximal
d'acces simultanés a un site web dans une jourbéervé sur plusieurs jours.

La loi n'est pas paramétrée, sa fonction de deesité

X

fx)=e*¢" ... 121
La fonction de répartition est obtenue aisément :

f(x)=e*€" ... 122

1.3 PROCESSUS STOCHASTIQUE ET SERIES CHRONOLOGIQUES
|.3.1Estimation stochastique linéaire

On appelle processus stochastiqgue ou processusiaéaute famille de variables
aléatoires(; . Cela signifie qu'a tout& T est associée une variable aléatoire prenant ses
valeurs dans un ensemble numérique E. On notetegsuX,;. Si T est dénombrable, on dit
gue le processus est discret, si T est un intexvail dit que le processus est permanent.

Un processus aléatoire (ou stochastique) peutléfiei de deux facons:

* Une application d&-- I'espace des realisations -- dans un espaf@ndions de variable
réelle (temps)

X(t): S- F
a)H{x(t,a)),t DT}

Que, a chaque événement élémentaire fait correspang fonction du temps;

¢ Une collection de variables aléatoires indexées

12
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x(t) ={x(t),t OT},
Ou x(t) estune variable aléatoire pour chatue

Les deux définitions sont équivalentes, et ongadit une et l'autre selon le probleme
en étude.

1.3.2 Modéle espace d'états ou modeéle état mesure

L’étude de systemes physiques émettant au coutsndps des signaux déterminés
par des états internes non observés, a conduivelogger en traitement du signal (une
branche des sciences de l'ingénieur) les modéteedpace-état. Dans un premier temps, ces
modeéles sont présentés en comparaison des technégo@ométriqgues plus usuelles pour
modéliser les séries temporelles. Les méthodedim@sons de tels modéles sont ensuite
expliquées en deux temps: l'estimation des vasmldachées d’abord (avec le filtre de
Kalman), puis celle des parametres (avec I'algor@iEM).

Les modeéles espace-état intégrent la distinctianeeles variables observées (le
signal) et les variables cachées (I'état interhey modeles espace-état peuvent s’écrire sous
une forme dite développée (encadrée) qui impligaas certaines hypotheses, que la variable
de mesure s’écrit sous la forme d’une moyenne raolili réside donc l'intérét de recourir
aux modeles espace-état pour décomposer ou préveiserie temporelle relativement aux
techniques classiques développées par Box et 3(ld76). On s’épargne ici les problemes
de stationnarité et de racine unitaire qui se pgogeralablement a I'estimation d’'un modele
ARMA. En patrticulier, les résultats du filtre de IKean restent valides en présence de séries
non-stationnaires. Par ailleurs, ce cadre permatedgwnt de relacher I'hypothése d'une
distribution gaussienne pour les bruits.

Dans leur version élémentaire, les modéles espater@€posent sur un certain
nombre d’hypotheses principales : les équationsésure et d’état sont linéaires ; les bruits
d’observation et d’'innovation sont des bruits bires variables cachées suivent a un instant
initial donné une loi gaussienne. A ces dernigsessont ajoutées des hypothéses secondaires
permettant de déterminer la forme canonique : €pehdance entre les bruits d’observation et
d’'innovation et l'indépendance entre la variabdelee initiale et ces bruits. Toutes ces
hypothéses sont destinées a simplifier les proesddiestimation.

1.3.3 Probleme du filtrage

Le filtrage est une opération fondamentale enemagint du signal et en automatique.
Par filtrage, on entend généralement plusieursstyeetraitements, qu’il convient de préciser
. — le filtrage (filtering) proprement dit, qui ceiste a extraire de I'information a l'instant t a
partir de données disponibles jusqu’a l'instamictus ; — le lissage (smoothing) qui consiste a
extraire de I'information a l'instant t, a partie @lonnées observées au-dela de linstant t; le
lissage exploitant plus d’informations que le éilje conduit a des résultats plus performants ;
— le prédiction (prediction) qui consiste a préd@realeur d’'une quantité d’intérét a l'instant t
+ 1, connaissant cette quantité jusqu’a l'instantctus. Boukharouba, 2009)

13
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Conclusion
Dans ce chapitre nous avons :

- Cité les différentes lois de probabilité et deistafue.
- Donné un apercu sur le processus stochastiquepsdtéeme de filtrage.

Le prochain chapitre sera quant a lui consacrépéésentation du Filtre de Kalman
et de son algorithme, ainsi que le mécanisme dethode de ce dernier.

14
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CHAPITRE II: METHODE DU
FILTRE DE KALMAN
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Introduction

D’'une facon générale, la fonction de filtrage cetesia estimer une information
(signal) utile qui est polluée par un bruit. Alapge le filtrage fréquentiel suppose qu’il existe
une séparation entre les réponses fréquentiellsggdal utile et du bruit et consiste a trouver
une fonction de transfert satisfaisant un gabaritesgain de sa réponse fréquentielle.

Le filtre de Kalman est un filtre récursif, quilige une approche temporelle. Il permet
d’estimer I'état (cet état correspond a l'infornoatiutile) d’'un systeme dynamique a partir
d’une information, a priori, sur I'évolution de aitat (modele) et de mesure réelles.

L'utilisation de ce filtre est particulierement caomandée lorsque I'imprécision sur
les données traitées peut étre interprétée commigruinaléatoire, dont la distribution est
connue a priori.ALAZARD, 2006)

1.1 GENERALITE SUR LE FILTRE DE KALMAN

11.1.1 Historique du Filtre de KALMAN

Rudolf Kalman, né en 1930, poursuivit des étudénsiiques dans les domaines de
I'électronique et de l'automatique et soutint uheése en 1957 sur le comportement des
solutions des équations récurrentes du second .dégigartir de 1955, il travailla dans
différentes entreprises en tant qu’automaticien.1888, alors qu’il travaillait au Research
Institue for Advenced Studies a Blatmore, il eidde originale d’employer le formalisme des
équations d’état au filtre de Wiener, ce qui lurrpié de construire I'estimateur que nous
connaissons aujourd’h(BELMAHDI, 2015)

La solution du probléme d’estimation a été dévedgppar Kalman en 1960. Les
algorithmes associés a ce probleme d’estimatiomatdjgrésentent un caractére séquentiel,
sont linéaires et correspondent a une estimatiommsant la variance de I'erreur quadratique
. ils sont appelés filtre ou estimateur de « WINE&man » ou de « Bucy-Kalman » ou plus
simplement, filtre de « Kalman §BELMAHDI, 2015)

Le filtre de Kalman et ses nombreuses dériveestnappliqués avec succes dans le
domaine aérospatial depuis le début des annéemmnseixa de nombreux problemes :
navigation inertielle, poursuite radar et sonated@ination des trajectoires et d’orbites. De
plus, ces algorithmes font intervenir la notion qiiétion aux différences et de systemes
récurrents qui sont bien adaptée au traitementaaulateur numériquéDAHMANI, 2012)

L’application du filtre de Kalman (estimateur lig) pour I'estimation de la position
d’'un objet nécessite, assez souvent, la linéanisates équations d’'un systeme non linéaire.
Cette étape supplémentaire conduit a définir ce lgqure appelle, aujourd’hui, le filtre de
Kalman étenduDAHMANI, 2012)
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[1.1.2 Domaine d'utilisation du Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman est utilisé dans une large ganohe domaines technologiques
(radar, vision électronique, communication ...es€'un theme majeur de l'automatique et du
traitement du signal. Un exemple d'utilisation pétre la mise a disposition, en continu,
d'informations telles que la position ou la vited&e objet a partir d'une série d'observations
relative a sa position, incluant éventuellement el@surs de mesures. Par exemple, pour le
cas des radars ou I'on désire suivre une cibleddesées sur sa position, sa vitesse et son
accélération sont mesurées a chaque instant magsémormément de perturbations dues au
bruit ou aux erreurs de mesure. Le filtre de Kalrfanhappel a la dynamique de la cible qui
définit son évolution dans le temps pour obtenindglleures données, éliminant ainsi I'effet
du bruit. Ces données peuvent étre calculées lfstant présent (filtrage), dans le passé
(lissage), ou sur un horizon futur (prédiction).

Le filtrage de Kalman est aussi de plus en pluksétien dehors du domaine du
traitement du signal, par exemple en météorolagiwi(fonnement) et en océanographie, pour
I'assimilation de données dans un modele numéraquénance ... etc.

[1.1.3 Définition du Filtre de Kalman

Le FK peut étre définit d’'une maniére simple cométant un algorithme optimal et
récursif de traitement des données qui permetidiestl’état courant d’'un systéme en se
basant sur I'estimation des mesures précédentextetlles , c’est aussi une approche
statistique, d'assimilation de données, dont lecjpe est de corriger la trajectoire du modele
en combinant les observations avec l'informatianricge par le modele, de fagon a minimiser
I'erreur entre I'état vrai et I'état filtré. Cetiethode utilise une prédiction qui s’appuie sur un
modele déterministe et un recalage qui s’appuid’isaovation (différence entre la mesure et
la sortie prédite).

[1.1.4 Principe du filtre de Kalman

Le filtre de Kalman est un estimateur récursif. &Cgignifie que pour estimer I'état
courant d'un systéme, l'estimation de I'état préoédet des mesures actuelles sont
nécessaires. Le principe d’'un tel filtre reposesumodeéle a variables d’état basé sur deux
éguations :

e L’équation réecursive de modélisation du processlé&ataire x; ((vecteur d'état)
discret, dite équation d’état ou équation de ttaorsi

* L'équation d'observation (ou équation de mesure) ptacessusy;((vecteur de
mesure).

L’objectif est de déterminer une estimation réeorgsiesx, a partir des mesureg et
du modele de génération du processus.
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[1.1.5 Les limites du Filtre de Kalman

Le filtrage de Kalman est une méthode d'estimatiode prédiction puissante prenant
en compte les modélisations du systeme. Néanmoadiltre n'est pas forcement ['outil
appligué dans tous les cas En effet, le systénteétl@i modélisé assez précisément afin de
désigner un filtre efficaceLe probleme provient du fait que certains systérseat
difficilement modélisables et encore moins linéai@ans le cas ou la modélisation est trop
approximative, le filtre n'est pas assez perforneaierreur des estimations ne convergera pas
assez rapidement provoquant alors un temps del tadpumportant, et donc pour pallier aux
problémes des systemes non linéaires un filtreae#in étendu a été développé et permet de
prendre en compte une modélisation non linéairéan¥oins cette technique a aussi ses
defauts.

Une autre limite de ce film est qu'il permet de e en compte uniquement un
modéle de bruit Gaussien. Cette restriction linfiitélisation du filtre de Kalman car dans
certain cas un autre type de bruit est requis cotembruits de poisson par exemple.

Le filtre de Kalman est donc une méthode d'estwnaintéressante, mais qui n'est
utilisable que lorsque le systeme peut étre decéitisément. S’il est impossible de trouver
une modélisation correcte du systeme, il est pabférde se tourner vers d’autres méthodes.

[I.2 L’estimateur optimal du filtre de Kalman
11.2.1 L’estimateur

L'estimation est une branche des mathématiquestgfaés qui permet, a partir de
mesures effectuées sur un systeme, d'estimerdanaé différents parameétres de ce systeme.

[1.2.2 Les estimateurs déterministes

Tout d'abord, un point important dans la philosepdes estimateurs déterministes est
gue le vecteur a estimer est justement détermin3&st-a-dire que I'on suppose que ce
vecteur possede des valeurs non aléatoires, méosdles-ci sont inaccessibles. Ce que l'on
cherche a trouver, c'est un estimateur qui estimmiaux ce vecteur.

Pour ¢a, il faut que I'estimateur soit sans biaeevariance minimale (pour minimiser
I'erreur d'estimationY\BELMAHDI, 2015)

La qualité d’'un estimateur, c’est-a-dire son apigta déterminer la grandeur cherchée
de la maniére la plus précise possible, est cars@&tépar un certain nombre de parametres

qui sont les suivants :
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A. Biais d’un estimateur

En statistique un biais est une démarche ou urédéoqui engendre des erreurs dans
les résultats d’'une étude. Un estimateur sans $iggfie que I'espérance de I'estimation doit
étre égale au vecteur a estimer. En gros, ca @t dire que I'estimateur, en moyenne, ne
commet pas d'erreur. Autrement dit, si I'on faitmayenne des estimations, on trouve la
valeur réelle du parameétre. Bien sir, le biaistrpes calculable en réalité, car on ignore la
valeur réelle du parametre ou du vecteur a estifarcontre, il est trés utile pour caractériser
nos estimateurs. Le biais doit étre égal a 0 pweoirain estimateur parfait (dans ce cas,

I'estimateur est dit donc sans biaBELMAHDI, 2015)
B(6)=E(6) -0 1.1

B. La variance

La variance est une grandeur statistique permettantaractériser la dispersion des
échantillons d’'une variable aléatoire, c'est-a-dite quelle maniére ces échantillons se
répartissent autour de la valeur moyenne, elle @eatassimilée a I'erreur. Un estimateur est
dit & variance minimale lorsque l'on a réussi aimiser les variations entre le vecteur d'état
et I'estimation. On a donc minimisé I'errellifaut bien faire attention, car ces deux notions
sont bien distinctes. Un estimateur peut trés biwir un biais nul, mais si sa variance est

forte, cet estimateur ne sera pas perform@&@ELMAHDI, 2015)

Var(6) = E(0 - E(6))? 1.2

[1.2.3 Estimateur optimale

Dans la littérature, on trouvera qu'un estimateuntde biais est nul aura une variance
toujours supérieure ou égale a ce que l'on apjzelleorne de Cramer-Rao". Finalement,
c'est assez logique. On ne peut pas obtenir unancar nulle et donc, on ne peut pas
connaitre exactement la valeur du vecteur d'étata@a toujours une incertitude égale a la
borne de Cramer-Rao pour I'estimateur optimalaSidriance est nulle, alors ce n'est plus un
probléme d'estimation, car ¢a voudrait dire que ¢onnait la valeur a estimer des le départ.

Il se trouve que dans certains cas particuliergxiste un estimateur sans biais a variance
minimale calculable. Mais pour cela, il faut quesysteme respecte quelques contraintes :

« Le bruit doit étre Gaussien
« Le systeme doit étre linéaire
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hY

Cet estimateur est appélestimateur sans biais a variance minimale linéaire
gaussien’ ou encoréEstimateur optimal linéaire gaussien" ou tout
simplement'Méthode des moindres carrés".

1.3 MECANISME DE LA METHODE DE FILTRE DE KALMAN
11.3.1 Variables et équations d’états

Nous considérons un systeme dont I'état est dpéiniun ensemble (fini) de variables
d’état Xu(t), Xo(t), ..., Xn(t) obéissant a un systéme d’équations de la fauneante :

dX,
W == A11X1 + A12X2 + -+ Alan + Bl
dX, 1.3
W = A21X1 + A22X2 + -+ AZan + Bz
dx,,
dt = An1X1 + An2X2 + -+ Anlxn + Bn

Nous admettons que la variable indépendaméprésente le temps, bien qu’il n’y ait la
aucune limitation essentielle. Les coefficiedt§ peuvent étre constants, ou encore étre
fonction réguliere de.

Les seconds membres du systéme d’équations sorfoihess linéaires des variables
d’étatXi : on dit que ce systeme est linéaire.

Les variables d’étaXi sont fréquemment assimilées aux composantes @atewr an
dimensions, appelé vecteur d'état.

Les coefficientsdij peuvent étre constants ; le systeme est alora divefficients
constants. Ces coefficients peuvent aussi étretitonade la variable indépendante; le
systeme est alors dit « a coefficients variables ».

Lorsque lesBi sont nuls, le systeme est dit homogéene (il estféet de degré 1 par
rapport a I'ensemble des variables d’état).

Forme matricielle des équations d’état

Il est tres commode d'écrire le systéeme précedeotis sforme matricielle
(Sorenson,198p Dans ce but, on considére :
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- Une matrice colonne définissant le vecteur d’état

X1(%)
X, (1)
1.4
X() =
X (1)
- Une matrice carrée définissant les coefficientsysteme
A(t) = |A4;(D)] 1.5
- Une matrice colonne définissant I'excitation oew¢emmande du systéme
B4(t)
B, (1)
B, (t)
Dans ces conditions, le systeme s’écrit simplement
. d
X =20 = 40X + B(®) 1.7

Le filtrage de Kalman comporte deux phases digmctPrédiction et mise a jour. La
phase de prédiction utilise I'état estimé de l'amstprécédent pour produire une estimation
courante. Dans I'étape de mise a jour, les obsengate l'instant courant sont utilisées pour
corriger I'état prédit dans le but d’obtenir unérasation plus précise.

Mise & jour temporel '

Figure N°ll.1 : Schéma explicatif du mécanisme duiltre de Kalman

Mise a jour par des observations
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» La phase de prédiction

A linstant k, on dispose d’'une estimation appelée estimatiprici qui est fondée
sur la connaissance du processus jusqu’a l'ingtatedent k-1.

Si on noteré,, ., I'estimation d’état a priori, donc I'erreur a pri@st donné par :

€k/k-1 = Xk — Xg/k-1 1.8

Les équations de la phase de prédiction sont :

{k\k/k—l = Ap_1Xp_1/k—1 + Br_1Uy_q ()

Pijk-1 = Ap_1Pr/k-14k-1 + Qi1 )

* La phase correction :

Nous allons, maintenant, utiliser Ya pour corriger I'estimation a prioiX, /., et
obtenir I'estimation a posteriol &y /y .

L’erreur a posteriori :

ek/k = X — xk/k 11.9

Les équations de la phase de correction sont :

N N R (1)
{xk/k = Xp/k-1+ K (Y — HiXg/i—1)
Pyjw = (I — Ky H )Py i1 (V)

Avec :

Ky = Py Hi(HiPrjr-1 Hi + R ) ™! V)

Kk : Gain de Kalman optimal, au sens de I'erreur gatiglie moyenne, c’est-a-dire
qui entraine une erreur a posteriori minimale apgtelé gain de Kalman.

| : est la matrice identité de meme taille Qg .
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1.4 PRESENTATION DE L’ALGORITHME RECURSIF DU FK DI SCRET
11.4.1 Les différentes étapes d’évaluation des paraetres du systeme de FK

Pour obtenir I'état optimal du systéme, on doit borer les observationg, avec
l'information fournie par le modélex, .

L’algorithme suivant indique les différentes étapes permettent d’obtenir un état
estimé a chaque instafilarkat, 2014)

Initialisation | " P

U
Commande I
— > Prédiction

Correction

-ﬂannhs de mise a jour |\I;
=

Figure N°II.2 : Algorithme du Filtre de Kalman

Les différentes étapes du calcul sont les suivantes
1) Initialisation
Cette étape consiste a calculer les valeurs iegtides variables : vecteur d’étg§ ,
matrice de variances-covariances de l'erreur diesion P, , la matrice de variances-

covariances du bruit de procesgyset pour finir la matrice de variances-covariantedruit
de mesureR,, .
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%o = E[x,] 1110

Py = E[(xo — %0)(xo — %o)"] .11
Qo = E[((w—w)(w—w)"] 1112
Ro=E[(v-v)(v—-?)] 1113

2) Calcul de Xy k-1 , Px/k—1 @ partir des mesures disponible a l'instant k-1 :

Xi/k-1 = Ak-1Xk—1/k-1 + Br-1y1 I1.14

Pi/k-1 = Ak-1Prji-14k-1 + Qi1 1115

3) Calcul du gain de Kalman :

Ky = Pyjk—1Hi(HiPr i1 Hje + Ri) ™ 11.16

4) Mise a jour de I'estimation :
Xi/k = Xi/k—1 + K (Y — HyXg ji-1) 117

5) Calcul de la matrice de covariance de l'erreur :
Py = (I — KxHi)Pyji-1 .18

6) Préparation du pas suivant :

Xi+1/k = ArXyk + Bruy 1119

Pk+1/k = AkPk/kAl + Qk 11.20

I1.4.2 Stabilité du filtre vis-a-vis de la divergerce

Quand nous avions parlé de I'optimalité du filtveus n'avions pas fait allusion a sa
stabilité vis-a-vis de la divergence. En effetfiltne optimal n'est pas automatiquement stable
et sa stabilité doit étre prouvée.

On dit qu'il y a divergence du filtre, quand I'esdition qu'il nous fournit est entachée
d'erreurs qui deviennent de plus en plus imporgante
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Le filtre devient alors instable et donc insatiséait Schleeet al., 1967). Le critére de
convergence est donné par la matrice de covariBhcflus précisément par sa trace) qui
doit étre définie positive et minimale a la fin kdederniére itérationGrewal & Andrews,
1997. Elle doit donc converger vers le zéro au fua etesure que I'on avance dans le calcul
sans pour autant lui étre inférieure.

Les problémes de stabilité du filtre sont relida aonnaissance exacte des matrices et
se traduisent par le fait que I'algorithme donégi'erroné qui peut bien fonctionner a travers
guelques données, mais qui n'est plus optimal fngtemps. Ces problemes peuvent étre
dids au fait que le modele a été utilisé d'une mare&onée pouvant étre engendrée par une
mauvaise estimation des parametres, comme ca preuleérésultat d'une simplification du
modele lui-méme qui gere la dynamique du systeme.

Il ya un certain nombre de méthodes qui peuveetvenir pour éviter I'apparition de
tels problemes. La procédure la plus utilisée ebé qui consiste a modifier les équations du
filtre de sorte que les mesures récentes puissait ane influence plus grande sur les
estimations de ce dernier et plus les mesureslciotdines dans le temps, moins devient leur
influence.(Boukharouba, 2009)

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un outiltdege de type stochastique, qui est
le Filtre de Kalman simple utilisé dans le cas sletémes linéaires. Nous avons aussi évoqué
la stabilité de ce dernier vis-a-vis de la diveigen

L’application du filtre de Kalman & un probléme tpaudier exige le passage par les étapes
suivantes :

Choix de la variable d’état du systeme étudié &trd@ination du modele mathématique.
Estimation des conditions initiales.

Calcul conformément aux équations récurrentesltta.fi

Vérification des hypotheses d’application par l'exan des résidus et critique des
résultats.

PwbdPE

Dans le prochain chapitre on va présenter notre détude et traiter nos données
pluviométriques afin de pouvoir les utiliser paslate.
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CHAPITRE III : PRESENTATION
DE L& REGION D’ETUDE ET
TRAITEMENT DES DONNEES

26



CHAPITRE III Présentation de la région d’étude et traitement des données

Introduction

Le Bassin Hydrographique Cheliff-Zahrez couvre sunperficie d'environ 56 227 Km
(soit plus de 22% de la superficie de I'AlgérieNird).

Cette région hydrographique est découpée en traisdg sous bassins versants, le
bassin du Cheliff est le plus grand du point de suggerficie en Algeérie, il représente plus de
77 % de la superficie totale du bassin Cheliff-ZahiCe méme bassin, limité au Nord par les
monts du Dahra et au sud par I'Atlas saharien, cemgpau Nord, la vallée du Cheliff, au sud
les hauts plateaux de Saida a Tiaret, les plaiaddathr Oussel et Ain Oussera et au centre le
massif de I'Ouaresenis.

Superficie : 3375 k¥

Population : 287 642 habitanis

Stations pluviométriques : 15 Fostes
Stations hydrométriques : 07 siation
Ressources superficielles : 287 Hm3/an
Ecoulement : 270 Hm3/En

Superficie : 43 750 k7

Population : 2 598 240 habitants
Stations pluviométriques : 127 Fostes
Stations hydromeétriques : 29 siafions
Ressources superficielles : 15554m3/3n
Ecoulement : 152545m3/an

Ressources souterraines :793.8 Hm3/an

[}
=
I

u)
m
P

Superficie : 9 102 kn?’ _—
Population : 311 450 habitanis

Stations pluviométriques : 05 Fostes

Stations hydrométriques : 01 sistion

Ressources superficielles : 33 Hm3/5n

Ecoulement : 30 Hm3/an

Ressources souterraines : 37.30 Hm3/an

Figure N°Ill.1: Représentation des sous-bassins cqrosants la région de Cheliff
(ATLAS DU CHELIFF)

Vu l'étendue de la région Cheliff Zahrez, il egpau nécessaire de définir, des sous
régions pour mieux cerner l'adéquation ressourbesains, Ce découpage est basé sur :

+ Les bassins hydrographiques,
+ Les infrastructures existantes ou projetées,
+ Les limites administratives.
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Cependant, le bassin du Cheliff qui est un bassisuperficie assez importante et a
son tour découper en quatre sous-région :

Tableau N°lll.1 - Les Sous-régions du Bassin ChefiZzahrez

Sous-Région Bassin Hydrographique Wilayas
Sous-Région 1 Haut Cheliff Ain Defla, Média, Tissitnet Tipaza
Sous-Région 2 Moyen Cheliff Chlef
Sous-Région 3 Mina, Bas Cheliff Relizane, Tiarebsthganem et Mascara
Sous-Région 4 Haut Plateaux Djelfa, Laghouat eild's

Source : ATLAS DU CHELIFF
Tipaza
v i N
Chief; -
sous Régjion, 2 | i I

= Ain Defla. "

Mostaganens j--"'d
L SeusiReégion 1|

i Relizane ¥
| Medea
| Tissemsilt — o
T J._";"_q |
Nt “‘; Sous Région 3
3 Tiaret
L . . Dielfa LS,
S Spus, Region 4 4
|'|\ o
II
\
Laghouat

Figure N°Il.2 : Représentation des sous-régions dbassin Cheliff-Zahrez (ATLAS DU
CHELIFF)
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l1l.1 Présentation de la région d’étude
[11.1.1 Situation géographique du bassin versant

Cette région dont la superficie est prés de 4154188, se situe dans le centre ouest du
nord Algérien ; elle est limitée au nord par la rvéditerranée, a I'est par les Wilayas de

Tipaza et Ain Defla, a I'ouest par Mostaganem dizZi@ee, et au sud par Tissemsilt. Elle est
composée de 35 communes, soit 132 agglomeérations.

304,000 324,000 344.000

354,000 384,000 404,000 424,000 %
E
N
-BENEQ %
/ ﬂ
()
S %
N
T / = 7
o 3 k
° o
£ ol
c >z
2 2
g g, |8
s ® =
. g
Ey
[
- 10,000 - 20.000 hab
®. | 2.000-10.000 hab
2 0 Km 10
—— limite administrative Lm_ E
£

Figure N°III.3 : Situation géographique de la sous€gion N°2 [1]
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[1l.2 Le réseau pluviométrique
[11.2.1 Acquisition des données

Les données nécessaires pour notre étude ontcéllies au sein de ’Agence Nationale
Des Ressources Hydriqgues (ANRH BLIDA) et cela ppstations hydrométriques dont les
caractéristiques sont les suivants :

Tableau N°1ll.2 - Coordonnées des stations hydrométues

Code Coordonnées Période
d’observation
Station X (km) Y (km) Z (m)
1 BENAIRIA 012205 378.15 338.4 320 1980 - 2011
2 OULED FARES | 012201 368.1 326.65 116 1980 - 2011
3 MEDJADJA 012221 / / / 1986 - 2012
4 SOUK-EL-HAAD | 012304 / / / 1984 - 2011
5 OULED BEN 012308 / / / 1985 - 2013
ABDELKADER

Source : ANRH Blida

[11.2.2 Caractéristiques du réseau pluviométrique

La région est équipée de 26 stations pluviométaden réparties dont trois (03)
de longue durée, et sont gérées toutes par L'ANRH.

Les précipitations sont trés irrégulieres dans dmps et dans l'espace ; on
distingue deux zones extrémes ; DAHRA (cotier) '@®UARSERNIS (Cheliff) avec une
moyenne annuelle d'environ 600mm. La plaine irclestre elles présente une moyenne
annuelle d'environ 300mnATLAS DU CHELIFF)

[11.3 Traitement des données hydrologiques
[11.3.1 Test d’Homogénéité

Avant de passer a l'ajustement de notre série ut fiabord commencer par la
vérification de ’homogénéité de cette derniere.

Pour vérifier ’lhomogénéité de notre série pluvidngée on va passer par Test de
Médiane (Test de Mood).

30



CHAPITRE III Présentation de la région d’étude et traitement des données

-Principe du Test de la Médiane :

v" On classe I'échantillon par ordre décroissant.

v" On détermine la Médiane Me.

v' On remplace les valeurs de la série non classée par
* Un signe (-) si: Xi < Me.
* Un signe (+) si: Xi > Me.

v" On calcule les valeurs de Ts et Ns tel que :

Ns : Nombre total de séries de + ou de - ;

Ts : Taille de la plus grande série de + ou de - ;

NS > (n+1—uj_gpVn+1) ... (Ill.1)

Ts<3.3logn + 1) ... (11.2)

Le résultat du test d’homogénéité pour les cing stins est représenté dans le tableau
suivant :

Tableau N°lIl.3 - Résultat de test d’homogénéité par les cing stations hydrométriques

Station n Médiane Ns Ts Ns Cal Ts Cal Résultat
1 32 39,4 14 8 10,87 8,27 Homogéne
2 32 28,76 15 4 10,87 8,27 Homogéne
3 27 29,49 13 5 8,81 8,02 Homogéne
4 28 27,48 11 8 9,22 8,08 Homogéne
5 29 26,38 11 6 9,63 8,13 Homogeéne

Avec : n : nombre d’observation par station.
[11.3.2 Ajustement de la série pluviométrique

Le but de cette étude est de faire un ajustementadsérie des précipitations
maximales journalieres par la loi choisie et deed@iner une intensité de pluie de durée et de
période de retour donnée.

Les différentes étapes de I'étude :

v" On classe la série des précipitations par ordrissant.

v" On détermine la fréquence expérimentale.

v' On détermine les caractéristiques empiriques déria de données.
v' On procede a I'ajustement graphique avec la loisibo

v" On calcule le quantile et son intervalle de cordf@n

Ce travail va étre effectué avec le logiciel « tayfr.
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Tableau N°lll.4 - Caractéristiques empiriques de lasérie pluviométrique 1 (BENAIRIA)

Caractéristiques de la série Valeurs
Nombre D’années 33
Minimum 234
Maximum 663
Moyenne 473
Ecart-type 122
Médiane 472
Coefficient de Variation (Cv) 0.257
Coefficient d’asymétrie (Cs) -0.26
Coefficient d’aplatissement (Ck) 1.79
Exposant climatique 0.4

a. Ajustement de la série pluviométrique par la loi decGumbel :
La formule de répartition selon laquelle s’expriladoi de Gumbel et la suivante :
F(x)=e~¢"” ... (111.3)
Tel que :y=a (x-X) ;
1/a : la pente de la droite de Gumbel ;
y : variable réduite de Gumbel ;
X : précipitation maximale journaliere (mm);

Xo : ordonnée a l'origine en (mm).
On peut écrirey = - In (- In (F (X)) ... (111.4)
Avant de procéder a I'ajustement il faut suivre le®tapes suivantes :

- Classer les valeurs des précipitations par omloéssant avec attribution d’'un rang 1,
23...... n.

- Calculer pour chaque valeur de précipitatiorrdgience expérimentale par la formule de
HAZEN.

m—0.5
n

F(x)= ... (I1.5)

Avec : m : Rang de précipitation
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n : nombre d’'observations

- Calculer la variable réduite @UMBEL donnée par la formule suivantg= -In (-In(F(x))

-Calculer les parameétres d’ajustemena » et « B»

- Représenter graphiquement les couplesy xsur papier GUMBEL.

b. Ajustement de la série pluviométrique a la loi de @lton (Log normale)
Une variable aléatoire x a une distribution logmale lorsque (y = In x) est normale. La loi
de Galton résulte de la loi normale mais rendueydigtrique par un changement de
variables. Sa fonction de répartition est donnée pa

f(x):%Je_

f (X) : Fréquence au non dépassement.

La variable réduite est de la formed =

1
—u
2

du

.. 1.6

X

L7

L’équation de la variable réduite présentée saumime Logx + u po, 7 Logc €St

I'équation d’une droite sur papier gauss-logarittuel, avec en abscisse I'échelle gaussienne
et en ordonnée I'échelle logarithmique.

c. Résultats de I'ajustement et loi choisie :

Les résultats du test de Khi-2 sont représentés darke tableau ci-dessous :

Tableau N°lIL.5 - Résultat du test de Khi-2 pour les cing stations hydrométriques

Station

Loi

X2

p-value | D.D.L | N de Classg X? Résultat
Théo
Station 1 Gumbel 12.5 0.0104 5 8 11.07 Non Adéquate
Lognormale 11 0.0423 5 8 11.0Y Adéquate
Station 2 Gumbel 4.5 0.3579 5 8 11.07 Adéquate
Lognormale 3.5 0.6234 5 8 11.0Y Adéquate
Station 3 Gumbel 3.85 0.2989 4 7 9.4877Adéquate
Lognormale 9.56 0.0486 4 7 9.487Non Adéquate
Station 4 Gumbel 3.00 0.4046 4 7 9.4877Adéquate
Lognormale 2.00 0.7358 4 7 9.487Adéquate
Station 5 Gumbel 5.03 0.0775 4 7 9.4877Adéquate
Lognormale 8.90 0.0637 4 7 9.487Adéquate
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D’apreés le tableau ci-dessous, le test de Khi-Zmpmrmet de déduire que :

» Lasérie N°1 s’ajuste a la loi Lognormale.
* La série N°3 s’ajuste a la loi de Gumbel.

Pour le reste des séries on doit procéder a I'apaljsuelle des graphiques d’ajustement, et
les conditions sont les suivantes :

» Pas d'intersection avec axe ordonnées en des p@igésifs.
» Pas d'observation en dehors des intervalles deatmes.
* Le nuage de point expérimental colle bien a laloedhéorique.

Apres l'analyse visuelle des graphes, les résuitadéss de I'ajustement sont illustrés dans le
tableau suivant :

Tableau N°III.6 - Résultat de I'ajustement

Station Lois d’ajustement
Station N° 1 Loi Lognormale
Station N° 2 Loi Lognormale
Station N° 3 Loi de Gumbel
Station N° 4 Loi Lognormale
Station N° 5 Loi Lognormale

* Les graphes d’ajustement :
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Conclusion

Dans cette partie nous avons présenté notre zormoidti de vue géographique et
pluviométrique, nous avons aussi procedé a I'homégation des données pluviométriques

et leur ajustement.

Des séries chronologiques des précipitations alesuet mensuelles couvrant une
période d’observation commune de 11 ans ont étsties. Ces derniéres sont observées a 5

Stations pluviométriques dans le bassin versamalyen Cheliff.
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CHAPITRE IV : APPLICATION DU
FILTRE DE KALMAN
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CHAPITRE IV Application du filtre de Kalman

Introduction

Par définition, la prédiction est le comportemeutuf probable d’'un processus. La
confiance qui lui est assignée dépend de la naturerocessus étudié et de la qualité de
'adéquation du modeéle choisi pour mieux le repnéseSorenson, 198p

Ces prédictions, si elles sont valables, formelalge pour les décisions concernant la
gestion et le controle des ressources hydriquesrettent, la fiabilité de telles prédictions
gouvernera celle de ces décisions, et si en plis ealidité est étendue au temps réel, les
résultats peuvent alors étre interpolés ou extémpa@ n'importe quel temps puisque la
nouvelle donnée est tout-a-fait valable.

Dans ce chapitre, notre attention sera focaliséeless modeles linéaires a temps
discrets pouvant étre représentés par des equat®rifférence plutdt que des équations
différentielles. Cette restriction nous parait assesonnable, sachant que les prédictions en
hydrologie se font a des temps discrets. L'objegt#nt de faire des prédictions multi-sites,
notre choix est orienté vers le filtre de Kalmascdet.

IV.1 Données de la prédiction multi-site

La méthode de Kalman va étre appliquée aux donméessuelles et annuelles des
précipitations observées par ’Agence NationaleRiessources Hydriques.

IV.2 Hypothéses

* Le systéeme est linéaire.
* Les résidus sont des bruits blancs gaussiens.

IV.3 Formulation espace-état du modéle adopté

L’'une des étapes les plus importantes dans I'agidic de la technique du Filtre de
Kalman est la formulation des équations d’'étateetgsure conformément a la structure d’'un
modéle espace état. La variable état du systemeneatcteur donnant I'apport liquide annuel
observé simultanément aux cing stations hydrométsqconsidérées. Ainsi, pour n=5 les
vecteurs d’état du systeme et de la mesure ontgimension (5x1), alors que les matrices de
covariances, de transition d’état et celle de nesant de dimension (5X5)HARKAT,
2014)

L’équation d’état et celle de mesure sont respentent formulées de la maniere suivante :

* L’équation d'état :
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[X1]  [$12 - %1' (X1 W1

X> [d21 X> W,
=1 . j +
Xshe Lbsa - o bssl ,  WXsd o Wsd
Avec :
_X1
x|
. . | : Le vecteur état au temps kK,
X5,
(11 - - c131,5]
$21 -
. . . ‘ : matrice de transition d’état
[ $s5,1 $s5 k/k—1
_Wl
W, |
. . | :Vecteur des bruits du systéme
Wsl,_,
* Equation de mesure :
e ]
Z, H3, X, £}
.1 =] . [ .| +] .|
lZsJk+1 |~H51 HSSJkI'XSJk |~V5‘|k
Avec :
_Z1
7|
. .| :Vecteur de mesure au temps k
1Z;1,
_Hl,l . . H1‘5—|
Hyy . . .|
. . matrice de mesure au temps k
_H5,1 . . H5'5

k
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[X1]
X>
. . : Vecteur d’état au temps k

. . . vecteur des bruits de mesure au temps k

IV.4 Vecteur d’état initial et matrice de covariance d’@reur associée

En présence d’'une information a priori, le vectdétat initial X k/k—1, pour k = 1 est
constitué par la moyenne des précipitations moyenmmnsuelles et annuelles observées aux

5 différentes stations hydrométriques en quesfigniy,,....Xs) comme suit :

Callal

,____|
<. .

w1
[

»<)
(=Y
\
(=]

I

Nous pouvons commencer avec des €léments ayanabiess assez élevées dans la
diagonale principale pour spécifier la matrice @&aciance d’erreur qui lui est associée
Pk/k-1 et qui n'est pas exactement connue. L’algorithmaéficiera donc d’'une certaine

flexibilité afin de s’ajuster aux valeurs sensibdiesis un temps relativement court.

Dans notre travail, nous avons choisis la matnigeasite (5x5) :

Py =

1000 .. 0 ]
0 -+ 1000
Ce choix va mener a une augmentation de la matdamvarianc#®k/k-1 et celle du
gain du filtreKk, permettant ainsi au filtre adaptatif de pond@tas lourdement la nouvelle
information .Ainsi, la trace de la matrice de caaace initiale est de 5 000. Cette valeur est

sensé décroitre jusqu’a ce qu'elle devienne presauite. Cette réduction est dle a

'adaptation automatique de l'algorithme du filtde Kalman a la réception de nouvelles
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informations objectives. Autrement dit, la performoa du filtre de Kalman peut étre mesurée

a travers I'estimation de la trace de la matriceaeriance.
IV.5 Matrice de covariance des bruits du systéme eklle des bruits des mesures
La matrice de covariance du bruit du systeme k¢ cu bruit de mesure R, toutes

les deux (5x5) sont choisies de sortes que lesnesoient moins bruitées que la dynamique
du systéme (HARKAT, 2014)

100 .. 0
Q =[ P ]

0 - 100

50 .. 0]
R=|: ~

V.6 Matrice de transition d'état et matrice de mesire

L'estimation de la matrice de transition d'éth} ., représente I'une des plus
grandes difficultés dans I'application du filtre Halman, méme si la valeur de cette matrice
n'affecte pas de maniére considérable les résutate dernier. Nous considérons alors pour
'estimation de la matrice de transition d’état lleter-corrélations entre les observations des

cing stations pluviométriques.

En ce qui concerne la matrice de mediligenous avons opté pour la matrice identité
(5x5) (HARKAT, 2014)
1 .. O]
o - 1

IV.7 Les équations récurrentes du filtre de Kalman

sz

I\V.7.1 Matrice gain du filtre

La matrice gain du filtre est un indicateur sup&formance de notre algorithme, elle

(5x5) peut étre calculée pour une prédiction aasmen utilisant 'équation suivante :

Ky = Py Hy(Hi Py Hy + R
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Pour k=1 comme suit :

K1= +

50 .. O]

1000 .. 0 ][1000 0

0 -+ 1000 0 -+ 1000 0o - 50

I\VV.7.2 Utilisation de la mesure pour actualiser I'stimation

C’est la seconde étape de calculs pour le mémeal@dempsk=1. L’'estimation est

corrigée moyennant la nouvelle mesdgeafin d’'ameliorer I'estimation initialet; ,,. Ceci est
fait en faisant intervenir un terme de correctiomprenant la différenc€Z;, — Hy, )A(k/k_l)

pondérée par le facteKr; en concordance avec I'équation 11.17

Et on obtient :
/l

IV.7.3 Matrice de covariance d’erreur associee ad'stimation (actualisée) corrigée par la

mesure

La matrice de covariance d’erreur associée a fiegton corrigée par la mesure peut

étre obtenue comme suit :
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IV.7.4 Prédiction un pas en avant de I'estimationgctualisée) corrigée par la mesure

L’estimation corrigéeX, ,1€St projetée un pas en avant tout en ignoranteet#/; _,
parce que sa moyenne est nulle et parce qu'il@starrélé avec led/ précédents. Ceci nous
conduit a la prédiction un pas en avant de I’estii]macorrigée)?z/1 tel que :

[)71] b1 - - 4)1,5] [X1]
%2 [0 | |x

5L, Lo 7 el i),

I\V.7.5 Matrice de covariance de 'erreur de prédicton un pas en avant

Calcule de la matrice de covariance d’erreur deliptién un pas en avang,,

associée &, ;:

[P11 - - P15] Pr1 - - P15y [P11 - - Pas]
Cl)z’l P . P21 - - Cl)z’l P . 100 .. 0
P2/1= . . . . . . +[ : . : ]

: . o -- 100

s -+ sl Ps1 - o P Lless o dssly,

P,; et X,,; sont considérés comme conditions initiales powr peochaines

itérations, et ainsi de suite pour le restant tiations jusqu’a la fin du calcul.
IV.8 Résultats et interprétations

Pour développer et appliquer I'approche du modeélé-ld a la modélisation et la prédiction
multi-site des précipitations dans le bassin vdrdarMoyen Chéliff, les observations enregistraes a
5 stations pluviométriques, observées au pas dpstenensuel et annuel, sur une période de 11 ans
(2000 - 2010) ont été étudiees.

L'exécution consécutive des équations de Kalmanlaysériode d'observation représente
I'application de I'approche du FK a la modélisatieina la prédiction des précipitations annuelles et
mensuellegModélisation de FK sous Matlab) (HARKAT Samra, 20#).A la fin des calculs, il
s’'avere que certaines des valeurs prédites sorg-esiimées et d’'autres sont surestimées. La
différence entre les mesures et leurs prédictimmlgit a une série de résidus (innovations) pour
chaque station.
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IV.8.1 Prédictions multi-site
A. Pas Annuel

Les prédictions pour le pas annuel ont été obternesréant une matrice de 5 colonnes
qui représentent le nombre de stations hydrométsiget 11 lignes qui représentent le
nombre d’années. Les résultats des prédictiong®tedeurs relatives vont étre illustrés
dans les graphes suivants dans une dimension Isp@igmm) = f(St)) et temporelle (P

(mm) = f(Année)).

Gain du filtre de Kalman :

Gain du Filtre de Kalman ( Pas annuel )

Gain du filtre

o W

3 4

N° Station

Figure N° IV.1 : Gain du filtre de Kalman (Pas anntel)

Initialement, la matrice gain du FK prend des vedeumportantes, car la mesure
représente toute I'information objective et le rdie la matrice gain est justement d’assurer
gue la mesure soit plus lourdement pondérée dastiniation des parametres d’'état, et la
conséguence est une estimation automatiquementaisauce qui explique des erreurs
relativement importantes durant les premieres titdfra. Mais, avec le déroulement des
calculs quand la confiance assignée a la précdamparametres du modele commence a
augmenter, on remarque que les valeurs du gain @&maq commencent a
diminuer progressivement pour atteindre asymptetigent une valeur proche de zéro
(Figure N° IV.1), ce qui signifie la diminution de l'influence derteesure dans la mise a jour
de I'estimation des parametres du modele et lesierassociées.
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Trace de la matrice de Covariance :

Trace de la matrice de Covariance ( Pas Annuel )
240 r I
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=
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Figure N° IV.2 : Trace de la matrice de covariance&l’erreur (Pas annuel)

La décroissance de la trace de la matrice de @nwaeide I'erreur de prédiction est un
critere de convergence et d’optimalité du filtren@ne on peut le remarquer dang-igure
N° IV.2 la trace de cette matrice commence par des vadéendes au début des calculs, puis
décroit rapidement pour converger vers une valesitipe stable, la plus proche possible de
zéro. Cette convergence confirme l'adéquation dudéte ajusté au processus étudié et
prouve l'efficacité et 'optimalité de I'algorithme
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Précipitations annuelles(mm)

Erreurrelative(%)

Précipitations annuelles(mm)

Erreur relative(%)
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Application du filtre de Kalman
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Figure N° IV.3 : Prédictions annuelles des précipdtions aux 5 stations pluviométriques (exp : Anné2002 et 2010)
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o
o

Application du filtre de Kalman

Station N°2 : OULED FARES
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Figure N° IV.4 : Prédictions annuelles des précipdtions en fonction des années (exp : Station N° R&tation N°4)
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Interprétation :

La troisiéeme figure représente les prédictions aties des précipitations en fonction des
cing stations hydrométriques (Spatial) avec I'ernalative observée en chaque station et année,
nous remarquons que l'erreur dans les premieregeande calcul est importante, cet écart
considérable entre l'observation et la prédictiost €l principalement a l'adaptation de
I'algorithme du filtre qui fait que durant les prares itérations I'on assigne plus de confiance a |
mesure en tant qu’information objective qu’au medalusté. Alors que dans les dernieres années
de calcul, nous remarquons une baisse remarquabléemeur relative, chose qui prouve que

I'algorithme s’est adapté aux données qu'il estaéntde traiter.

Méme chose pour la quatriéme figure ou I'on remarque I'erreur est en baisse dans la
station N°4 par rapport & celle dans la station,NS2 cela pour les mémes raisons citées

auparavant.
B. Pas Mensuel

Les prédictions pour le pas mensuel ont été obgerunecréant une matrice de 5 colonnes
qui représentent le nombre de stations hydromésiga 132 lignes qui représentent le nombre de
mois. Les résultats des prédictions et des errmlagives vont étre illustrés dans les graphes

suivants dans une dimension spatiale (P (mm) F)féstemporelle (P (mm) = f(Mois)).

Gain du filtre de Kalman :

Gain du Filtre de Kalman ( Pas mensuel )

N

Gain du filtre

3 4 5
N° Station

Figure N° IV.5 : Gain du filtre de Kalman (Pas mensiel)
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Pour le pas mensuel, on remarque la méme choseroamt le graphe du Gain du filtre de
Kalman, ou ce dernier est en décroissance jusdi€andre des valeurs trés proche de zéro.

Trace de la matrice de Covariance :

7000 Trace de la matrice de Covariance ( Pas Mensuel )
f I

6000 =

5000

4000 =

3000 -

2000 =

Trace de la matrice de covariance derreur de prédiction
=
S
S
|
|

0!

Temps(Mois)

Figure N° IV.6 : Trace de la matrice de covariancel’erreur (Pas mensuel)
On remarque d’aprés kigure N° IV.6 que la trace de la matrice de covariance prend des

valeurs importantes, et puis aprés un certain nendfitérations, elle décroit rapidement jusqu’a
atteindre des valeurs qui se rapprochent de zirdirades calculs, tout en restant positive.
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Figure N° IV.7 :

Prédictions mensuelles des précitations aux cing stations pluviomeétriques (exp : Me 2000 et Octobre 2010)
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CHAPITRE IV

Station N°3 : MEDJADJA (012221)

Station N° 3 : MEDJADJA

Application du filtre de Kalman
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Figure N° IV.8 : Prédictions mensuelles des précifations en fonction des mois (exp :
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CHAPITRE IV Application du filtre de Kalman

Interprétation :

La 3éme figure représente les prédictions mensudks précipitations en fonction des cinq
stations hydrométriques avec I'erreur relative olses en chaque station et mois, nous remarquons
gue l'erreur lors des premiers mois de calcul esR@%, alors que pour les derniers mois elle varie
entre 3% et -3%, chose qui prouve I'amélioratiori’algorithme et son adaptation avec les données

au fil des itérations.

La méme chose pour la 4éme figure ou on remarqguoaikse de I'erreur relative entre la

station N°3 et la station N°4.
IV.9 Analyse des innovations du filtre (résidus)

Les innovations du filtre dans le cas des 5 statgnviométriques, et pour le pas annuel et
mensuel, présente des valeurs élevées au coupsaleieres années ou des premiers mois par rapport
aux restes. Cette différence est tout a fait naenedl est principalement due a l'adaptation de
I'algorithme du filtre qui fait que durant les pré&mres itérations I'on assigne plus de confianca a |
mesure en tant qu'information objective qu’au medsglsté. L'écart entre I'observation et la prémfiogst
par conséquent important au début, mais une feisejdernier s'adapte on obtient des innovaticensdoep plus
petites vers la fin du calcul, et cela est valpbla toutes les stations étudiées comme on peomdtater dans les
figures suivantes :
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CHAPITRE IV Application du filtre de Kalman

Innovation du FK a la Station 1 : BENAIRIA
I I I I
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Figure N° IV.9 : Innovation du FK a la Station N°1 (Pas Annuel)
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Figure N° 1V.10 : Innovation du FK a la Station N°1 (Pas Mensuel)

57



CHAPITRE IV Application du filtre de Kalman

Remarqgue : Le reste des résultats des innovations du filtré&Kakenan sont donnés dans I’Annexe

N° 1
IVV.10 Comparaison entre le pas annuel et mensuel

En comparant les graphes avec un pas mensuebetgea un pas annuel, on remarque que
pour le pas annuel I'erreur lors des dernieresiigns varie entre -10 et -20%. Tandis que pour le
pas mensuel, cette derniere varie entre 3% et €3%se qui prouve que le filtre est plus performant

au pas mensuel.

On remarque aussi en comparanFigure N° 1V.2 et laFigure N° IV.6 que la trace de la
matrice de covariance de l'erreur dans le cas duapauel converge vers une valeur positive estimé
a 45 alors que pour le pas mensuel, elle convezgeune valeur trés proche du zéro, ce qui prouve

encore une fois la précision du pas mensuel paorapu pas annuel.
IV.10.1 Moyennes et déviation standard des prédians multi-sites

Les figures suivantes montrent la variation de diécmoyen des observations et
prédictions obtenues aux 5 stations au cours gériade d’étude, pour le pas annuel et mensuel. On

remarque que les valeurs des observations sontaroment supérieures a celles des prédictions.
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Figure N° IV.11 : Ecart-type moyen des observationst des prédictions annuelles aux 5
stations (2000-2011)
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CHAPITRE IV Application du filtre de Kalman

Ecart-type = f(Mois)
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Figure N° 1V.12 : Ecart-type moyen des observationst des prédictions mensuelles aux 5

Les résultats montrent que les prédictions muiéissobtenues par le FK suivent de plus
pres les observations enregistrées avec une egfative moyenne en valeur absolue de I'ordre
de 10,11% pour le pas annuel et de 7,33% pourdenmmnsuel. Ces erreurs de prédictions sont
minimales vu que leurs moyenne est inférieure @lleég 10%, ce qui montre I'efficacité du filtre
de Kalman dans la modélisation et la prédiction peipitations au bassin versant Moyen-
Cheliff.

On remarque aussi en comparantHgure N° V.11 et la Figure N° IV.12 que la
différence entre les écarts type moyen pour le massuel est moindre par rapport a celle
observée au pas annuel. Chose qui confirme guérke de Kalman a une meilleure adaptation
avec le pas mensuel, vu que I'écart type moyetiestdes outils qui prouve la performance du

filtre de Kalman.
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CHAPITRE IV Application du filtre de Kalman

Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons utilisé un meodé type filtre de Kalman pour la
prédiction multi-site des précipitations. A cetetffles séries chronologiques des précipitations
annuelles et mensuelles, couvrant une période efeason commune de 11 ans (2000 a 2010) ont
été investies. Ces derniéres sont observées atidnst pluviométriques dans le bassin versant du
Moyen Cheliff, au Nord d’Algérie, et Les prédictmmnnuelles et mensuelles obtenues dans la
dimension temporelle tout comme la dimension sfeatsont proches des valeurs observées sur la
méme période et surtout en ce qui concerne le easumel, ce qui indique que le filtre de Kalman
multi-site est un outil efficace pour la modélisatiet la prédiction des précipitations dans le Moye
Chéliff.

La performance du modele utilisé a été mise enugprpar le calcul du pourcentage relative
des prédictions multi-sites. Ce pourcentage moyeriasite la période d’observation est inférieur a
20 % pour le pas annuel et a 5% pour le pas men=igli est trés acceptable.

Le tracé des graphes du gain du filtre de Kalmaiteda covariance des erreurs ainsi que des
ecarts type moyens a montré la performance de filer Kalman, et prouvés que la prédiction pour
le pas mensuel est plus précise que celle powadapnuel.

Les valeurs élevées de la prédiction par rappoellas de I'observation nous ont aussi laissé
déduire que le modele a parfois tendance a latsugson.

En fin, nous pouvons dire que le filtre de Kalmarsgede une propriété trés importante qui
est 'adaptation rapide au fur et a mesure qualtemées hydrologiques sont injectées. Un autre
avantage de la technique est que lapplication fage dans le domaine temporel, cette
caractéristique joue un réle important dans la igirén en temps réel des séries chronologiques en
hydrologie.
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CONCLUSION GENERALE

Dans la présente étude, nous avons développé ualensithchastique linéaire multi-
site, formulé en espace-état, pour satisfairerlecttre d’un filtre de Kalman discret.

Ce modeéle est composé de deux équations. La peereigrrime I'état du systéeme
hydrologique concerné, dans notre cas, c’est uteueconnant les précipitations annuelles
(respectivement mensuelles) a plusieurs sites faida La deuxieme est une équation de
mesure, qui est dans ce cas un vecteur de mémeslonajue I'état, obtenu par observation
de précipitations annuelles (respectivement meles)edux sites précédents.

Nous avons utilisé le filtre de Kalman discret pauprédiction spatiale et temporelle
des précipitations dans 5 stations hydrométriquesuse période d’observation de 11 ans
(2000-2010)

Les résultats de cette étude montrent I'efficagiidiltre de Kalman et son adaptation
rapide aux données qui lui sont injectées au flitierations, ils montrent aussi la différence
entre la prédiction avec un pas annuel et celle anegpas mensuel, ou on a remarqué que les
prédictions avec le pas mensuel sont beaucouppphahes de la mesure réelle. Ce qui nous
permet de dire que la précision des valeurs donp&esiotre algorithme augmente avec la

diminution du pas utilisé.

En outre, le calcul des moyennes et des déviatgtasdards pour les données
observées et leurs valeurs prédites a montré egsiedéviations standards des valeurs
observées sont plus grandes que celles des valegdstes, ce qui pourrait traduire une
éventuelle tendance du (FK) multi-site a une sumggion.

Le filtre de Kalman est alors un algorithme trecate qui peut étre utilisé dans le
domaine de I'hydrologie. Et cela grace aux faculpg'd a de s’adapter a n'importe quel type

de données et de fournir des résultats optimaux.
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Annexe N°1 : Innovation du Filtre de Kalman (Pas
Annuel)
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Annexe N°2 : Innovation du Filtre de Kalman (Pas
Mensuel)
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Annexe N°3 : Prédiction et erreurs relative
dimension temporelle (Pas Annuel)
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Annexe N°4 : Prédiction et erreurs relative
dimension Spatiale (Pas Annuel)
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Annexe N°4 : (Suite)
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Annexe N°5 : Prédiction et erreurs relative
dimension Spatiale (Pas Mensuel)
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Annexe N°5 : (Suites)
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Annexe N°6 : Prédiction et erreurs relative
dimension Temporelle (Pas Mensuel)
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