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INTRODUCTION

L1 Définition

La Résistance des Matériaux (R.D.M) est la partie de la mécanique appliquée aux
corps solides réels (déformables). Elle étudie leur comportement sous I’action des forces
extérieures et établit les méthodes de calcul de résistance, de rigidité et de stabilité de ces

corps (éléments de machines et des ouvrages).

* La résistance est la capacité d’un corps de supporter, sans se détruire, une charge
donnée ;

* La rigidité est la capacité d’un corps de s’opposer 4 I’action déformatrice des charges
extérieures (modification de la forme et des dimensions) ;

* La stabilité¢ est la capacité d’un corps de conserver une forme initiale donnée,
correspondant & I’état d’équilibre élastique.

L2 Classification des éléments de construction

Tous les €léments qu’on rencontre dans les ouvrages et les machines peuvent étre

classés en : barres, enveloppes et corps massifs.

* Une barre est un corps dont une dimension (longueur) est beaucoup plus grande que
les deux autres (transversales). Les barres peuvent étre droites ou courbées ;

* Une enveloppe est un corps ayant une dimension (épaisseur) beaucoup plus petite que
les deux autres. Ex : chaudiéres, coupoles, etc..... ;

® Un corps massif est un corps ayant les trois dimensions de méme ordre de grandeur.
Ex : Fondations, mur de souténement, etc....

1.3 Forces intérieures et méthode des sections

Les forces extérieures appliquées & un corps produisent des changements de sa forme
et de ses dimensions. On dit qu’elles provoquent la déformation du corps. On distingue :

* La déformation élastique : qui cesse avec la disparition de la force qui la produit ;

* La déformation plastique (permanente) : qui persiste méme avec la disparition de la
force.

La variation de la disposition des atomes et des molécules lors de la déformation du
corps se traduit par la variation des forces intermoléculaires, dites forces intérieures (de




. cohésion). Les forces intérieures tendent a équilibrer les forces extérieures de maniére & faire
cesser la déformation.

La force intérieure agissant sur une unité de surface est appelée contrainte.
Les forces intérieures sont déterminées par la méthode des sections.

Considérons I’équilibre d’un corps chargé par un systéme quelconque de forces

Dans le systéme de référence choisi, la méthode des sections nous permet d’écrire les
équations d’équilibre :

ZM/y=0, LM /x=0, c'est-a-dire :

LPz=0:Nz+ZPjz=0 = Nz=-ZPjy Effort normal.
LPy=0:Qy+XPjy)=0 = Qy =-ZPjy) Effort tranchant suivant y.
ZPx=0:0x+ZPjx)=0 = Qx=-ZPjy Effort tranchant suivant x.
IM/z=0:Mz+ZMpi/z=0=>Mz=-%Mp/z Moment de torsion.

IM/y=0:My+ZMp/ly=0=My=-%M,;yly Moment fléchissant /y.

EM/x=0:Mx+XMpi/x=0=Mx=-Z Mp/x Moment fléchissant /x.




1.4 Sollicitations
a) Traction simple (extension)

La barre s’allonge, on dit qu’elle est tendue

Ou qu’elle subit une sollicitation de traction.
b) Compression simple (3h < L < 8h)

La barre subit un raccourcissement, on dit qu’elle
.Se comprime. Si la barre est longue, elle se déforme

en fléchissant : c’est le phénoméne de flambage.

¢) Cisaillement pur

Les deux forces directement opposées agissant dans
Un méme plan. Leur direction est perpendiculaire &
La ligne moyenne, la sollicitation est dans le plan
d’une section ; la barre est donc soumise

a un cisaillement pur.

d) Torsion simple

La barre (arbre) soumise a ’action de deux couples

€gaux et opposés, est sollicitée en torsion.

La génératrice AgBy, initialement rectiligne se déforme

et devient un arc d’hélice AgB;.

Ex : arbre de transmission.

Ligne moyenne
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¢) Flexion

L’effort perpendiculaire 4 I’axe longitudinal de la piéce a tendance & incurver cet axe. Une

poutre sollicitée 2 la flexion est soumise & I’action d’un systéme de forces coplanaires.

Fibre comprimée

Fibre neutre

On rencontre également d’autres déformations qui sont en général la combinaison simultanée

des déformations précédentes.

LI.5 Hypothéses

L’étude de la RDM est basée sur une série d’hypothéses relatives a la structure et aux

propriétés des matériaux, ainsi qu’a la nature des déformations :

1) Continuité de la matiére ;

2) Homogénéité et isotropie ;

3) Faibles déformations ;

4) Elasticité parfaite du matériau ;

5) Dépendance linéaire entre les déformations et les charges ;

6) Principe de superposition des effets de forces (Principe de I’indépendance des effets de
forces) ;

7) Sections planes.

.6 Caractéristiques Mécaniques des Matériaux

L’utilisation des produits métallurgiques nécessite la mesure avec précision de leurs

caractéristiques mécaniques au moyen d’essais. Les principaux sont les essais de traction et

compression.




a) Essai de traction

L’éprouvette de forme généralement cylindrique est placée entre les mors d’une machine

d’essai, qui permet d’exercer sue elle un effort de traction réglable, continu et progressif

jusqu’a ce qu’il y ait rupture de la piéce.

L’effort s’inscrit & chaque instant sur un appareil

enregistreur ainsi que les allongements de la

piéce.
Repére fixe Repére mobile do =10 mm.
\ So / A et B : tétes
d | raccordées au corps.
A \. O\L - A B "
P fp—— e .—.—i— ......... —.C.)..—.‘-.—. ————————— Raamasee ;S
4 l L £ | On utilise :
I( >| Les éprouvettes longues : Ly = 10 dg
Les éprouvettes
courtes : Lo =5 dg
A §men T e
gt Rupture
Striction
a) Diagramme des charges : Acier doux.
P 9
OA : la courbe est une droite, les allongements M _ i <
sont proportionnels aux charges. Si I’effort cesse, cCD ﬁ i 5
B LS
- Ve Mo
la piece reprend sa longueur initiale Ly. AR .
. i . . N / Pl'l.l -
les déformations sont dites élastiques. C’est il P )
la zone d’utilisation pratique des matériaux. ! Pa
Point A : caractérise la charge  la limite de Bt / Y ¥ .
Al | Ly Al
Proportionnalité Ppy. | : s |

Point B : correspond a la charge maximale Pgj

Pour laquelle le matériau (I’éprouvette) conserve

encore ses propriétés élastiques.

Domaine Domaine
élastique plastique




Point C : correspond 2 la charge Pgc (charge d’écoulement, 2 partir de laquelle commence

I’écoulement du matériau. Le palier horizontal explique I’allongement de I’éprouvette sous

augmentation de la charge. On V'appelle palier d’écoulement. Le matériau retrouve ensuite sa
résistance a une déformation ultérieure.

Point E : correspond a la charge maximale Ppyax qui marque le début de la striction.

Point F : correspond a la charge Prup qui provoque la rupture de I’éprouvette.

b) Digramme des contraintes :

P AL F 3
& | T °
0 0 x
. N
Loi de proportionnalité (Hooke) : b 4 - :.: N
a .y
(11 cp Géc :" E Grés
tgu=;=E=cte G "‘ E Orup
= P ppr .1 - . - ai 10 ': i
Point a : Spr = -S— ; limite de proportionnalité. MIAY ! R\ \ 9
0 &) gDl
, Pal . v e & € L
Pointb : o = S—é‘; limite d’élasticité. g

Allongement Allongement

Péc résiduel élastique
Point ¢ : =y limite d’écoulement.
0
Pointe: o , = P:gax ; limite de résistance.
0
Pru

. i — p. ;
Point f : crupt _S ; contrainte au moment de la rupture.

Lorsqu’un diagramme ne présente pas de palier d’écoulement (matiére fragile), ou prend
q g p p P

conventionnellement pour limite d’écoulement la valeur de la contrainte qui produit une

déformation résiduelle (Eesige = 0,002 ou 0,2 %) ; et I’on désigne la limite d’écoulement

conventionnelle par Gy ;. Dans certains cas on adopte €,¢sige = 0,5 %o.




b) Essai de compression

L’essai de compression est réalisé au moyen de presse ou de machines spéciales. On

utilise des éprouvettes cylindriques (de faible hauteur, h = 3 4 4d) ou cubiques.

GJL

céc --------------
O¢ [~—---"

Le diagramme pour les matériaux fragile

ne présente pas de palier d’écoulement, pour

r o= .G_t p—i k -
Ces materiaux El
Cc

Ex:Fonte: k=0,2 0,4
Céramique : k=0,1+0,2

Matériaux plastique : Og = Gee

c) Contraintes admissibles

Une éprouvette cylindrique en
acier doux, soumise a la
compression prend la forme d’un
tonneau.

ST

Gll

Oo,2

Go,05
Co,02

La méthode de calcul selon les contraintes admissibles est la plus répandue. Dans ce cas le

calcul de résistance se fait & partir de la contrainte maximale O',ax €ngendrée en un certain

point de la construction chargée. Gay ne doit pas dépasser une valeur déterminée, liée au

matériau et aux conditions de travail de la construction.

10




O, : contrainte limite pour le matériau donné.

n : nombre > | appelé coefficient de sécurité.

Op

Onalors: O = [0'] ; [0] : contrainte admissible. Ou : [6] —

c
Cgc [---5-=

[o] (-3

mnyY

n

Pour les matériaux

plastiques :

OL =0¢;n=14 + 1,6.

Pour les matériaux

fragiles :

OL = Orgs; 1 =

3,0,

2,5 =+

11




TRACTION ET COMPRESSION

I1.1 Introduction

La traction et la compression simples constituent les états de sollicitations les plus

simples de la résistance des matériaux qui nous conduit a utiliser des formules simples.

On dit qu’un corps prismatique est soumis & un état de traction ou d’extension simple
quand les efforts qui le sollicitent ne tendent qu’a allonger les différents « fibres

longitudinales » constituant ce corps. Il ne doit y avoir aucune tendance au glissement ni a la
courbure de ces fibres.

IL.2 Equilibre Statique des Systémes

On dit qu’un systéme matériel est en équilibre statique extérieur quand 1’ensemble des
actions extérieures qui lui sont appliquées est équivalent & zéro, c’est-d-dire n’engendre

aucune accélération a ce systéme. C’est le cas des corps au repos.

Equilibrer un systéme revient donc & rechercher ses réactions ou forces de liaison

extérieures. Celles-ci peuvent comprendre, de méme que les efforts appliqués, des forces et

des moments.
I1.3 Effort normal et contrainte normale

Nous nous intéresserons a ce qui se passe a I’intérieur de ces éléments en équilibre

externe et ceci en y effectuant des sections. C’est-a-dire des coupures fictives.

La traction (compression) est une sollicitation qui fait apparaitre dans les sections

droites (transversales) de la barre que des efforts normaux « N ».

12




La méthode des sections nous permet de déterminer ’effort normal (longitudinal) :
(o)
= N . P { .-i:
N
N : représente la résultante des F;, agissant sur la section.

Si la barre est homogene, les Fj,¢ sont uniformément réparties dans toute la section et la

contrainte normale O est donc la méme dans tous les points de la section :

Ou S : aire de la section droite [mmz] ;N:enNewton; GenN/ mm” ou MPa.

N=ZPZG= ZPZD

Les courbes exprimant la variation des grandeurs étudiées (N, O,...... ) sont appelées

diagrammes ou épures.

L’effort normal peut étre positif ou négatif :

P 2 N>0 | N<0
<—— traction P »|compression l

I1.4 Loi de Hooke

Une barre sollicitée en traction subit un allongement absolu AL (en mm).

]
| " p
-
/
Ae—2 ol |
T ol /]

13




. r . 2 - - Adz
Si I’état de contrainte est non homogéne, la déformation d’un élément dz sera: &=—

dz

Pour la plupart des matériaux, la loi de Hooke (loi de proportionnalité) s’écrit: o =E X &

Ou E : coefficient de proportionnalité appelé module d’élasticité longitudinale ou module de

Young. Il s’exprime en N / mm’ ou [MPa].

Matériaux Module d’Young
Acier @2 +2,1)10° N/ mm’
Cuivre 1,2 10° N/ mm’
Fonte (0,8 +1)10° N/ mm”
Béton (0,15 +0,35) 10° N / mm”
Bois (sens des fibres) (0,08 + 0,12) 10° N/ mm?
N
L’expression ci-dessus nous conduit 4 : Adz=egxdz= % Xdz= = X dz
L N
L’allongement absolu de la barre sera : AL = B X dz
ExS
NxL L
Si N = constant et S = constante le long de la barre, on peut écrire : AL = X SR

ExS  E
E.S = rigidité de la section transversale de la barre en traction (compression).
Exemple :

une barre en acier de 20 mm de diamétre ( ¢ ) et de 150 mm de longueur est soumise a un
effort de traction de 100 kN. Déterminer la contrainte normale ainsi que les allongements
relatif et absolu. E= 2,1 x 10° MPa.

Solution :

4xN _ 4x100x10°
axd?  wx20?

=3185 MPa

. N
¢ Contrainte normale : o= <=

sy : a 3185
. : e
Allongement relatif (déformation) e e

=0.0015=0,15%

e Allongementabsolu: AL =&eXx L =0.0015x150= 0,225 mm

14




IL.5 Coefficient de Poisson

La traction et la compression produisent également une modification des dimensions

de la section transversale de la barre.

e e s e N Aa=al-a

-
b1

Ab=b1-b

/
A4
<

/
A\

Aa et Ab représentent les déformations transversales absolues ( < 0 en traction et > 0 en

compression ).

Les déformations transversales relatives (< 0 en traction et > 0 en compression) sont
déterminées par :

_m_
= =%

a
Le coefficient de Poisson est donné par la valeur absolue du rapport de la déformation

transversale relative et de la déformation longitudinale relative : p = %‘

Acier: 1= 0.3; Béton : Acier : p = 0.1
Liege: n=0 ; Paraffine et caoutchouc : p=0.5.

. . P a
€ et Ec sont toujours de signes contraires ; Ainsi : E¢ =-U X E€=- P X =
I1.6 Conditions de résistance et de rigidité
a) Condition de résistance.

Elle s’€crit pour la section dangereuse (caractérisée par N ,ax Si S est constante) :

N
Ci: = |0 1 si S:constante .  Opax = ? < [o]

Avec [G] : contrainte admissible en traction [04] ou en compression [o_].




. Cette condition nous permet de résoudre 3 problémes différents :
1. Choix des dimensions de la section transversale de la barre ;
2. Vérification de la résistance de la barre ;
3. Détermination de la charge admissible.
b) Condition de rigidité.

Dans certains cas les barres sont calculées en tenant compte également de la condition
de rigiditeé :
AL <[AL]

Avec [AL] : allongement admissible.

Exemple : Déterminer la charge que peut supporter la barre sachant que: L = 40 cm;

S=1,5cm’; [06] =150 MPa ; E=2,1x10° MPa ; [AL] = 0,05 cm.

2s
S
Re=3p ¥ r Ray:? TP,=0:-Rp+4P—P=0
- / L g
g ap } (2) D’our : Ry =3P
< L »>le L Trongon (1): 0 <z<L
NIk N 3xP
- .
3p + N = 3P (traction) ; 07 = 5 2xs
| -1 [ e
Ni1xLy 3xPxL
MP = =
G [MPa] AL, ExS,  ZxEXS (Allongement du tr (1))
3p/2s +
Trongon (2) : L <z<2L
| {-[ [ |es o
— H . = ._..2_ et -_
3PL/2ES N, = -P (compression) ; 0y 5, S
AL L] \]\’\ NyxLp _ -PxL
¥ PL/2ES =27z 7
] / AL, ExS, s (Allongement du tr (2))
L’allongement de la barre est donné par la somme des allongements des deux
trongons :

3><P><L+»P><L.__ PxL
2XEXS  EXS ~ 2XEXS

AL = AL, +AL, =

16




~ La condition de résistance nous permet d’écrire :

3xP 2xSx[o] 2x15x%x10%x 150
= e < — = N = 15kN
Omax = 01 = 5= < [l 2P < 3 3 15000
La condition de rigidité nous donne :
3XPXL 2xEXxSx[AL]

ALy = s<[AL] =P <

2XEX 3XL

_2x21x10°x15x10%x0,5
- 3 x 400

= 26250 N = 26,25 kN

En tenant compte des deux conditions on doit prendre : P = 15 kN.

I1.7 Influence du poids propre

P+y.S.L P/S+y.L
Rtidr e by r'®
Nz
ol il + +
+
{'G:
& PL . vI?
l B his ES 2E
Nz oz Al
a) Calcul des contraintes (tension)
=P = XSx ;
Na=Rrg=Pimexy y : poids spécifique du matériau.
0z= S %S + (yXZ) S : aire de la section transversale de la barre.

P GCmax apparait dans la section dangereuse AB.
Omax = 0 [z=1, = st (yxL) e

LR ’ - r - P
La condition de résistance s’écrit : Omax = +(yx1L) < [d]

b) Calcul des allongements

L’élément dz est soumis a une contrainte G, il subit un allongement :

oxdz _ (P/S ‘|‘(Y><Z)) y

Adp = -
=% E

dz

17




o P SxZ PxL L2
Ainsi Pallongement total de la barre sera : AL = fol‘(—%s—x-l) Xdz = E—:s- + %E

L’allongement total est donc la somme des allongements dus 4 la charge P et & la moitié du
poids de la barre.

Exemple
Une barre en acier supporte a son extrémité inferieure une charge P =300 kN
a) déterminer I’aire de la section constante sachant que L=220m;[c] =70 MPa ; y=781tf.

b) Calculer I’allongement total de la barre.

Solution

_P P _ 300 x 103
)  Omax = s +(yxL) <[dg] =S 2 [e]-(yxL) ~ 70—(7,8 x 10~5 x 220 x 103)

S = 5677,5 mm? = 56,78 cm?

b) AL =FPXL, ¥YXI®_ 300x103x220x10°  7.8x1075x (220 x 103)°
ExS 2xE  21x105 x 56,78 x 102 2% 2,1 X102

= 55,35+ 8,99
AL = 64,3 mm = 6,43 cm
IL.8 Systémes hyperstatiques (statiquement indéterminés)

Ce sont des systémes ou les efforts intérieurs ne peuvent étre déterminés par les seuls

équations de statique. On doit alors tenir compte €galement de la déformation du systéme

considéré.

Exemple

Déterminer les efforts dans les tiges (de méme section S).

A /
= ‘_:
Alz 77

18




Les équations d’équilibre du nceud A s’écrivent :

ZPh=0:(N; xsina)-(N3 Xsina)=0 cad N;=N; (1)
ZPy=0:Np+(NyXcosa)+(N3Xcosa)-P =0 2)
(1) et (2) nous donne : N + (2X Ny X cos o) = P 2°)

Le systéme est donc hyperstatique d’ordre 1, ce qui nous conduit & ajouter une équation de
déformation :

AL;=AL; Xcosa (3)

En tenant compte de la loi de Hooke on a :

N;i xL N, x L .. Ny xL Nz XL
AL o 1 i - 2 . 1 —_ 2
1™ ExSx cosx’ 2 ExS AmSI'BxSx cos o ExS % cosa
cad: N; =N, X cos? « 3"
Enfin a partir de (2”) et (3”) on aura :
P x cos? « P
1 37 142x% cos3« et N;

142 x cos3«

Exemple

1 Ra Equation d’équilibre statique : 2Py =0

Sl L v S LA
A}

OuRp—P+Rg=0=>Rp+Rp=P 1)

Equation tenant compte de la déformation de la barre

moy | I IAL,| = |ALy| )

En exprimant ces allongements a I’aide des forces

Y
Y ;: correspondants (loi de Hooke) on aura :
: Raxa  Rgxb b
= = Ry = RgX- ’
s i EXS EXS A B a )
b 7y
Rp

19




; N:Ra = 2 %P 5
A partirde (1) et (2") : Rg = -~ XP et Ry = = XP

; . Pxb
Si b>a, alors RAo>Rp et Opmax = —(a+b) Fog

On peut alors utiliser la condition de résistance pour déterminer les dimensions nécessaires,

la charge admissible P, etc......
IL.9 Contraintes initiales (de montage) et thermiques

a) Contraintes initiales

Par erreur la tige 1 a une longueur (L + a) au lieu de L.

pt P Pl
r f
- | & 1 3 / YA
L LY : s/
\ .v"; Ny
' o a E
SN 7 Nz N "
A 4 = A o | o
F 3 % i b
, Ba >
AL, ' s X
da1=ALy
Y y
Ay
Equation d’équilibre statique :
ZPy=0:-NyXsina+N3xsina=0 c.ad Ny =Nj )
ZPy=0:-Ny+(2xNyXxXcosa)=0 c.ad Ny =2 X N; Xcosa 2)
Equation de déformation : 85 + AL; =a
ﬂLp_ NZ XL N1 % L
: = = ALy =
R 8a cosa  ExSx costa % ExS
Ainsi (3) devient :
N, X L 2 X Ny XL X cosa
=a
E x S X cos?a ExS
axE xS xcos?a 2xaxExSxcosd«
= Nz = et Nl —

T (142 X cos3x) x L (1+2 x cos®x) X L

20




_ b) Contraintes thermiques

Soit At : variation de température ; ALy =0t XL x At ou L : longueur initiale de la barre,

o : Coefficient de dilatation linéaire spécifique [°C™'].

Si At > 0 et si la barre est fixée rigidement aux deux extrémités, les réactions d’encastrement

empéchent toute dilatation thermique, des contraintes de compression apparaissent dans la

barre et leur valeur s’obtient par la condition d’invariabilité de la longueur de la barre.

Soit G : contrainte de compression due aux réactions. On peut donc écrire :

oxL

AL = XL X At =- doi o=-xXEXAt
Une diminution de température entrainera une contraction c.i.d une contrainte de traction.

I1.10 Barre d’égale résistance

P
So
C’est une barre qui est caractérisée par des contraintes . Ny
z
De méme valeur en tout point, et égales a la contrainte R
£ 4 P
Admissible : [0] = —
So \
P i e A 7 e
Ainsi I’aire de la section constante 3 une distance z est donnée par :
yXZ YXZ yXL
S= SD X e( /[‘3]) = {P—] X e( /[U]) et Smax = (o] X e( /[G])
o
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Application :

Une tige cylindrique AC en gradin (la partie inferieure BC admet une section d’aire S et la

partic AB une section d’aire 1,5 S) de poids négligeable est soumise & une charge répartie q
dans le trongon BC selon la figure 01.

Données : q =2500 daN/m ; L =2 m ; E = 2x10° N/mm? et [e]1 =240 N/mm?.

1/ Etudier la loi de variation de ’effort normal le long 3 Lqld £ p

de la tige et tracer le diagramme correspondant. L/2

2/ Calculer le diameétre (¢) de la section de la tige.

Figure 01
3/ Calculer la variation de la longueur totale de la tige.

4/ Donner la nature de cette variation de longueur. L

2N o

=

Solution : v

1/ Etude de la variation des efforts intérieurs

Troncon CB : 0 <z <L

N(iz)=—q xz = z=0 = N =0 et z=L= N(B)=-5000 daN
Trongon BA :L<z<I1,5L

N(z) = —q xL = —5000daN

2/ Calcul du diametre de la section de la tige.

N(L) q %L

Omax = Oc = — = 17 < [o]
4
4 xq %L 4 x25 X2000
= =
¢ = \lnx{a] :>J = ¢ =1628mm

3/ Calcul de la variation de longueur totale de la tige

Ar= Acp + Apa

L L
1 1 q x L?

Arn = = = —

CB EXSX,[N(Z)XdZ Exsxf(qxz)xdz T AT

0 0
L

. XLxz  gxI?

BAT E x(1,5xS) 3 XE XS

2 2
'AT= 5xXgxL ﬁ?': 5 X 4x25x2000 ﬁﬂ.r: 2,00 mm
6 XE XS 6 X2 x10° x 7 X (16,28)2

4/ Nature de la variation de longueur : AT est le raccourcissement total de la tige.
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CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES DES SECTIONS DROITES

II1.1 Moment statique et centre de gravité d’une section (surface)

4 Considérons I’aire d’une section S dans le
y plan défini par le systtme d’axe xOy. On
= > s appelle les moments statiques de ’aire S par
//;.-{ , rapport aux axes Ox et Oy les quantités :
* K‘ dS i i
e _J ye Sx= [y xds; Sy =[x xds
¥
o

X

Remarque : les quantités x x ds et y x ds sont le produit d’une longueur (x ou y) par une
surface ds. Il en résulte que, au point de vue des unités, un moment statique s’exprime en

: 3 3
unité de longueur au cube, par exemple en m™, en cm™....

Remarquons également que dans les formules précédentes, x et y sont des nombres

algébriques. Le moment statique est donc lui aussi un nombre algébrique qui peut étre positif

ou négatif.

On définit par centre de gravité (c.d.g) d’une surface S, le point d’application du poids de
cette surface qui est considérée homogene d’épaisseur constante. Les coordonnées du centre

de gravité d’une section sont exprimées par les relations :

1 1
x¢ =5 [lg xxds et yg=3 [f5 y xds
Le c.d.g de la section est déterminé par ses coordonnées xg et yg telles que :

S S
YG=—x et XG='§Y

Si ’axe considéré (x ou y) passe par le centre de gravité de la section, le moment statique est

nul. Cet axe est dit axe central.
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Exemple

Déterminer la position du c.d.g du triangle a partir de la base.

Y. 4
1 Sx1 = _ffs'” y; X ds avec ds = c X dy;

La similitude des triangles permet d’exprimer ¢

!

d\’ll h C:bxg}%ﬂ.

b x h?
6

¥ 3
b, 4

/ b rh
g \ 5x1=;f0(h_}’1)x3’1><d3’1=
Sx1 (thzlﬁ)_ h

E:
W TN
Enfin, = ==
b X1 Ye S % xXb xh 3

L 4

r 3
L 4

II1.2 Moments d’inertie d’une section

Moment d’inertie d’une section/a 'axe x : Iy = ﬂs yZ x ds
4
Par analogie,ona : Iy = ffs x? x ds [Cm ]

Produit d’inertie de la section / aux axes x, y : Iy, = fs X xy x ds

Remarque:

- Les moments d’inertie (Ix et I'y) sont toujours positifs.
- Le produit d’inertie (Iyy) peut étre positif ou négatif.
- Si les axes réciproquement perpendiculaires sont x et y ou I’un de ces axes constitue

I’axe de symétrie de la figure, alors, par rapport a ces axes : Iyy = 0.
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. IIL.3 Translation des axes

On suppose que : Iyq ; I'yg ; Ixqyq sont connus, calculons alors : Iy 5 Iyy 5 Ix2y2

)’11
Ya
X
ds
A e B0
B K
ﬁ | Y1
0, ‘ X
b
Y2
0, '

X

Iy = ﬂs y3 x ds;ly, = ffs X3 x ds ; Lyaya = -Us Xz X ¥, x ds
Avec: x=x1ta; y,=yi1tb,

on aura :

&
lxzsz@1+b)2xds= L + (2 x b) x Sgy +b2 xS
s

Iy =ﬂ‘(x1+a)2 x ds = (x; +a)? x ds
s
I

lx2y2=-[[(x1+a) X (Yl+b).ds= Ix1y1+a XSX]_"'b XSy]_""‘a xb xS
s

Si les axes x; et y; sont centraux, ona :

Sx1 = Sy1 =0 et les expressions précédentes deviennent :

e =la +b2x S 5 Ip=ly+a2xS ; Loy =gy +(@xb) xS

Le moment d’inertie d’une surface par rapport 4 un axe quelconque est égal au moment

d’inertie par rapport a son axe central paralléle a un axe donné, augmenté du produit de "aire

de la surface par le carré de la distance entre les deux axes.




Le terme Iy,, s’appelle encore inertie propre de la surface autour d’un axe paralléle a X, et

le terme (b? X S) inertie de transport de la surface par rapport a I’axe X,.

Remarque :
- le < lx2°

- Le moment d’inertie paralléle a 1’axe central est dit « moment d’inertie central 5.

Exemple 1 :

Déterminer le moment d’inertie d’une section rectangulaire / a I’axe central // A la base.

vt h
Y1 1 2 2 b x h3
Vd'h 4 le —_ yl x dS = YI X b X dyl = 3
[T T AT 7777 = h 5 0
e En utilisant la formule de translation, on trouve le
i moment d’inertie / 4 I’axe central.
L 4 L 4 > h = b x h3
b . Xy Ix:l’“_(i) 9=

Exemple2

Déterminer le moment d’inertie d’un triangle relativement & la base et a 'axe central // &

cette base.
Yl r 3 JLY &
1 -
Ix1=ffy§xds; ds =cxdy ; c:bx(——hy—l)
A S
h (h—y,) b [
\ ds=bx—J3—-dy:lx1=—f(h—y1)xy:"f><dm
dyll > h h
N X 0
- [ LTTTTTTN
Y1 - bx h3
¢ R Doti: Iy = vl
c X1 5 b3
. ] P b x
b ; Ainsi: Iy =Ly —(3) xS dou: I = —
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III.4 Moment d’inertie polaire d’une section

Le moment d’inertie d’une surface plane / & un axe perpendiculaire au plan de la
figure représente le moment d’inertie polaire par rapport au point ou I’axe coupe le plan.

I, = f Is p2 x ds; Sideux axes perpendiculaires passent par

Le point O, on peut exprimer I, en cordonnées cartésiennes.

Ona: p? = x%+ y?; Ainsi:

Y X

Ip=fs(1${2+yz)xds=ll.¢+ly « rl

— S

ds

Le moment d’inertie polaire par rapport & un
point quelconque O est égal 4 la somme des o
moments d’inertie par rapport & deux axes y
perpendiculaires X et y passant par le méme s .
point. X

Exemple
Trouver I, et Iy (Iy) d’un cercle de diamétre d.

Découpons le cercle en éléments concentriques de largeur dp.

L’aire d’une couronne d’épaisseur dp sera :
Y A

ds=2 xm x p xdp
dp

foesd iwiz T[xr4
P d'ou ip=fp2><ds=2x1tx[p x dp = 5
3 S

° r
X rt mx d*
Ipz =
2 32

Onsaitque I, =1+ 1y, I ya =

xy

Ip _ mxd?

2 64

Et par raison de symétrie : Iy =1, = 1,/ 2
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IILS Changement de direction des axes (Détermination des axes principaux)

, »
Données : Y

I = [l y* xds;1, = . x* xds

Ixy=ﬂx Xy Xds %
s

Ix ; Iy et Ixy sont connus.

L, %l Bl .2

u uvy *

On suppose : I, > 1,

u=xXcosa+y Xsinax et v=yxXcosa—x Xsina

Ainsi :

[y = Ix x cos®?a + Iy x sin?a— Igyy x sin2a (1)
Iy = Ix x sin?a + Iy x cos?a+ Igy x sin2a )
lyv = Ixy x cos2a + XX o sin2a 3)

Onremarque [(1)+(2) ]: Iy +Iy = Ix+ Iy = [, (X* + Y?) xds = Ip = constant

La somme des moments d’inertie axiaux par rapport a deux axes orthogonaux ne dépend pas

de I’angle o ; elle est constante lors de la rotation des axes.

Axes principaux d’inertie:

Le repére formé par les axes principaux d’inertie X et Y est tel que :
» Le produit d’inertie est nul dans ce repére.
» Les moments d’inertie sont respectivement maximaux par rapport a un axe et minimal par

rapport a I’autre. Ces moments sont alors appelés moments principaux d’inertie.

En résumé : si on considére tous les axes passant par le centre de gravité d’une surface, et les
moments d’inertie correspondants, il existe deux axes perpendiculaires I’un a Pautre, appelés

axes principaux d’inertie, pour lesquels les moments d’inertie sont maximum, Pautre

minimum.
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IIL.6 Rayon de giration et ellipse d’inertie

Les axes principaux d’inertie définissent deux rayons de giration principaux d’une surface qui

sont définies par :

W .5 1
Iy= [, y* Xds=8 x i2 ou i,= -;’,5

Le moment d’inertic d’une figure par rapport & un axe quelconque peut étre représenté
sous forme de produit de I’aire de cette figure par le carré d’une certaine grandeur appelée
rayon de giration.

i, : rayon de giration par rapport a I’axe X.

Deméme: [, =

Iy
y s

2 2
L’ellipse définie par I’équation f—§ + '% = 1 est appelée ellipse d’inertie de la figure et

les axes X et Y sont les axes principaux d’inertie de la figure.
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Application :

1/ Déterminer dans le repére Oxy les cordonnées (X.,y:) du centre de gravité de la section
représentée sur la figure 01.

2/ Déterminer les moments d’inertie et produit d’inertie centraux de cette figure.

3/ Déterminer les directions des axes centraux principaux et les moments d’inertie

correspondants.
3a
l/ ‘\..I
) 1
TG T g e e e e >
TR
1
1
]
|
8 ;2
1
i Figure 01
l
I
:
i
4a L 2a
le Sle
N b i “1
Solution :
1/ Coordonnées du C.D.G dans le repére Oxy
Xoy=—a Xy = % Xy =2a
Section 14 y-, =4a Section 24 y., =3a Section 34 yc; = %
S, =94’ S, =64’ 8, =2a"

—a)*9 a® +(Y)*6 a* +(2a)*2 a?
P (/2) i b =-0.117a
9a  +6a’ +2a

2 2 2
v _“a)*9a’ +(Ba)*6a +(%)*2a

C

. 5 5 =3235a
9a”  +6a”"+2a

2/ Moments et Produit d’Inertie Centraux
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Ly (S1) = Ly (8)) + 1 (S;) + 1, (S5)

* 3
L (S)) = 3“—;5‘—‘-’—)—+(4a—3, 235a)* *9 a* = 23,267 a*

L = Ixc(St) = 56,725 a*

% 3

Lo (8,) =276 | (39354 _34) %6 o? =18,331 *
2a*(a)’ 3y 3 y

Lie(8:) == —+(3,235a-0,5a)* *2 4" = 15,127 a
L P
Ly (87) = 1y (S)) + Ly (S,) + 1, (S5)

* 3
I,,C(S,)=@—»£2a—)+(a—0,ll‘?a)2*9 a =11,517a"

L = Iye(Sy) = 23,931 a*

* 3
1,e(8,) =229, (0,5040,117a) *6 a* =2,784 o

* 3
1(8) =229, (2440,1170)*2 a* =9,630 a*
L J
FI.Y('Y(.'(ST) = Lyere (S)+ L xeye (S3) + L oy (S5) ]

2% 2

L yeyc(S)) = —@)—?;ﬂﬂ(a—o,l 17a)* (~(4a-3,235a))|*9 a’ =-10,579 a*

Lyeyc(S,) = 0+[(3,235a-3a)*(~(0,5a+0,117a))|*6 a* =— 0,870 a*

Lere(Sy) =0+[(3,235a~0,5a)* (~(2a+0,117a))]*2 a* = 11,580 &'

{ J

Ixcye(St) = - 23,029 a*
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3/ Directions Centrales Principales et Moments Correspondants

*(—
a=——n 2B i o =277
23,9314 56,725 a

[ 4 47 r -
r =1 =| 0P ;23’931" + %\/(56,725 4 239314 +4%(23,094') |= 68,5984
] 4 o ]
7, a0 ‘2'“23’931“ i %J(ss,ns 4 23,9314 +4%(23,0294') |= 12,0584’
! 0.117 a
H 2a
i : N - X
| o)
_f\_ =7A * : ______
n |
a 1
s T
L
v | !
! :
P
4a l i Y 2a
- ’ Sle N
i | TN 2|
LR
Iy
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ANALYSE DE CONTRAINTES ET DE DEFORMATIONS

IV.1 Introduction

La résistance et les propriétés €élastiques des matériaux sont généralement déterminées
par de simples essais de traction et de compression. Comment utiliser les résultats de ces tests
lorsque nous savons que la contrainte, dans un probléme pratique donné, est composé d'une
contrainte de traction dans une direction, d'une contrainte de compression dans une autre
direction et d'une contrainte de cisaillement dans une troisiéme direction ? Il est clair que nous
ne pouvons pas tester un matériau sous toutes les combinaisons possibles de contraintes pour
déterminer sa résistance. Il est en effet essentiel d'étudier les contraintes et les déformations
en termes plus généraux ; l'analyse qui suit doit étre considérée comme ayant une incidence

directe et importante sur les problémes de résistance pratique, et n'est pas simplement une
démonstration mathématique.

IV.2 Contrainte sur plans inclinés de traction et compression

On considére une barre uniforme, de section rectangulaire S, et un repére orthonormé oxyz
figure 4.1. Une contrainte de traction uniforme o, est appliquée sur la barre suivant la
direction z, considérant une section transversale inclinée de la barre d’un angle 8 par rapport
au plan-xy, la contrainte agissant sur ce plan incliné est g,. La force résultante qui agit

parallélement a oz, au niveau de la section transversale inclinée de la barre, est :

P=SXa,
%
\
\ L :
oy g, \J‘ \\ : 0,
i e S D S Wi 1
T o S
x N
N N
z

Figure 4.1 : Contraintes dans une éprouvette sur un plan incliné
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Pour assurer I’équilibre de la barre, la force résultante P paralléle a I’axe Oz agissant sur la
section inclinée est aussi P = § X 0,. Sur cette section inclinée la force résultante P peut étre
décomposée en deux composantes, une composante perpendiculaire ou normale (P,) et 1> autre

tangentielle (P;) qui agit paralléle au plan xy. Ces deux composantes ont les valeurs
suivantes :

P, =5Xa, Xcosb et P, =8 X0, Xsinf

S
cos@

La section inclinée est : Sp =

D’ou les contraintes normale et tangentielle par rapport 4 la section inclinée sont :

Pp __ SXo;xcosf

o= "=>""2—""= g,Xcos*0 4.1)
Se
cos@
P SXozxsin@ - 1 5
r=s—"=——zs—zcrz><c0893m9=-2~><azxsm29 4.2)
2]
cosé@

Convention de signe :

— o = = e =

traction compression

Application

Une barre de section 2,25 cm sur 2,25 cm est soumise 4 une force de traction axiale de 20 kN.
Calculer la contrainte normale et la contrainte de cisaillement sur un plan dont la normale fait
un angle de 60° avec 1’axe de la barre.

Solution

Ona 6 =60°, P=20kN et S = 0,507 X 10~3 m2. Donc :

20 x 103

Z7 0,507 x 1073

= 39,4 MN /mm?

La contrainte normale sur le plan incliné est :
g = 0, X sin? 60° = (39,4 X 10°) X 5 = 9,85 MN/m’

La contrainte tangentielle sur le plan incliné est :

T= ;- X G, X sin 120° = % x (39,4 x 10°) x J% = 17,05 MN /mm?




IV.3 Ligne de déformation en acier doux (lignes de Liider)

Un échantillon d’acier doux bien poli soumis a une contrainte de traction
longitudinale, lorsque I’échantillon céde, on observe des lignes fines qui apparaissent sur la
surface polie ; ces lignes se croisent a peu pres perpendiculairement entre eux et a 45°environ
par rapport a I'axe longitudinal du barreau ; ces lignes ont été observées pour la premiére fois
par Luder en 1854. Les lignes de Luder sur un échantillon de traction en acier doux sont

montrées sur la figure 4.2. Ces lignes montrent que  le matériau est en état de glissement

sous ’effet des contraintes de cisaillement.

Figure 4.2. Lignes de Liider observées sur une barre d'acier sous contrainte de traction.
IV.4 Rupture des matériaux sous contrainte de compression

Les contraintes de cisaillement sont également développées dans une barre sous
contrainte uniforme de compression. La rupture de certains matériaux en compression est due
au développement de contraintes de cisaillement critiques sur des plans inclinés par rapport au
sens de la compression. La figure 4.3 illustre deux défaillances de bois compressés; la
défaillance est due principalement & la rupture due aux contraintes de cisaillement sur des

plans inclinés par rapport au sens de la compression.

Figure 4.3. Rupture d’un échantillon de bois comprimés.
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IV.5 Etat de Contrainte

Découpons au voisinage du point O, du corps sollicité, un parallélépipéde rectangle
infiniment petit de cotés dx, dy et dz. Sur chaque face de ce parallélépipéde agissent une
contrainte normale et deux contraintes tangentielles. La contrainte normale est positive quand
elle agit sur une facette une contrainte de traction, elle est négative quand elle agit sur une
facette une contrainte de compression figure 4. Une contrainte tangentielle est positive quand
elle agit sur une facette dans le sens positif de I’axe paralléle A la facette ou sur une facette
négative dans le sens négatif de I’axe paralléle a cette facette figure 4.4.

Sy 4

Ty /'1:_?;' oy

Ty -

Tax
Txz

Gy

Figure 4.4. Toutes les contraintes représentées sur I’élément son positives

IV.6 Cas général des Contraintes 2 deux dimensions

Un systéme de contraintes bidimensionnel est un systéme dans lequel les contraintes
en un point quelconque d'un corps agissent dans le méme plan. Considérons un matériau en
tole mince de forme rectangulaire, abed, dont les deux faces sont paralléles au plan xy, figure
4.5 (a). Un état de contrainte bidimensionnel est présent si les contraintes sur les quatre faces
restantes dans le plan xy. En général, supposons que les forces agissant sur les faces soient P,
Q, R, S, paralléle au plan xy, Chacune de ces forces peut étre décomposé en composantes P, ,

Pyetc., Figure 4.5 (b). Les composantes perpendiculaires générent des contraintes normales et

des contraintes de cisaillement.

)' » P y »
Py
a \ b . . b
Q s, Q,
S/ Syl Q,
d [ o * [
\IR Hyl R.
o % a -
a) b)

Figure 4.5 : a) Résultante des forces agissantes sur les faces d’un bloc rectangulaire
«bidimensionnel» ; b) Les composantes des forces résultantes
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Le systéme de forces de la figure 4.5 (b) est remplacé par un systéme de contraintes d’état
uniforme de contrainte bidimensionnelle figure 4.6 ; sur les deux faces paralléles 4 Ox sont

des contraintes normale et tangentielles respectivement g, et 7,,. L'équilibre du bloc dans les

directions z et y est assuré ; pour I'équilibre de rotation du bloc dans le plan zy, il faut que :

[tzyx(axi)]xb=[tyzx(bxl)]xa = (ab) X1z = (ab) X 1y, = T,y =Ty,

Y a
L a_y Y a
v 1w .
b :
z \ b
“‘t o |
Tyz'l  Deemeeaa Y.
; t,;"__ E
A
P A >
o z o 2
a) b)

Figure 4.6 : a) Etat de contrainte bidimensionnelle ; b) Contraintes sur un plan incliné dans un
systéme de contraintes bidimensionnel.

IV.6.1 Contrainte dans un plan incliné

Considérons les contraintes agissant sur un plan incliné du bloc rectangulaire uniformément
sollicité de la figure 4.6 (a), le plan incliné fait un angle 8 avec Oy, figure 4.6 (b). La longueur
de 'hypoténuse est c et I'épaisseur du bloc est I’unité de longueur. Les valeurs de contrainte
normale o, et de contrainte de cisaillement, t, sur le plan incliné sont trouvées en considérant
I'équilibre de I’élément triangulaire. La contrainte normale agit le long de la normale au plan
incliné. Résoudre les efforts sur les trois c6tés du bloc parallélement 4 :
Projection sur la normale :
o X (cx1)= 0, % (ccosdcos) + g, X (csinfsinf) + 7, X (ccos b sin ) + 1, x (csinb cos )
D’ol

0 = g, X cos’ 0 + o, X sin® 6 + 21, X sin 8 cos § (4.3)

QOu bien :

Ty +o. Ox—0-
g = ¥ 3 W

5 — - cos 260 + 14, 5in 20 (4.4)
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Sur la tangente parallele au plan incliné :

TX(c%X1)= —0, X (ccos8sinb) + g, X (csinf cosf) + 1., X (c cosO cos @) — 1,, X (c sinf sin O)
D’ou :
T= —0, X cos@sinf + g, X sinb cosb + 1, X (cos?  — sin 8) 4.5)
Ou bien :
Tz—0y .
PR S 20 + 75y, cos 20 4.6)

. . T
Pour un plan défini par un angle 6 + S »onaura:

Tafa = %’?— - 6—‘_53-’1 X €0S 260 — T,y X sin 26 4.7)
Tafz = a"?y X Sin 26 — 1,y X cos 26 = —t (4.8)

IV.6.2 Contraintes Principales

a) Direction principale

2 2
T=0— tan20 = —2 = 20 = tan~1 —2L
Uz"‘dy Oz—0y
Ou bien
T
20 = tan~!—2X + 180°
O'z o o-y
D’ou
6 = tan~1 22 4.9)
2 Uz—o'y
Ou bien
1 2T
0 = =tan™* ——2— + 90°
2 0, — Oy

Ainsi, dans un systéme de contraintes bidimensionnel, il existe deux plans, séparés par un
angle de 90°, sur lesquels la contrainte de cisaillement est nulle. Ces plans sont appelés plans

principaux, et les valeurs correspondantes de o sont appelées contraintes principales.

La contrainte normale est un maximum quand :

do F
5= — (0, — 0y) X sin 20 + 27, X cos 26 = 0

. 21
D’on : tan 20 = —2-
az_ Gy

C’est I’expression (4.9)




b) Valeur de la contrainte principale

Les contraintes principales peuvent étre calculées directement sans calculer les directions
principales. Nous avons défini précédemment un plan principal comme un plan sur lequel il
n’existe aucune contrainte de cisaillement ; sur la figure 4.7, on suppose qu'aucune contrainte

de cisaillement n'agit sur un plan qui fait un angle 6 avec Oy.

y F'y
a
O-Z
ccos @ c

T

zy csin @

Tazy
h
y a’y
o »

z
Figure 4.7 : Une contrainte principale agissant sur un plan incliné ;
Il n'y a pas de contrainte de cisaillement 1 associée 4 une contrainte principale o.

Pour I’équilibre du bloc triangulaire dans la direction z :

o X (ccosf) — a, X (ccosf) = T,, X (csinf)
D’oul :

0— 0, = Tyytanb (4.10)

Pour I’équilibre du bloc triangulaire dans la direction y

o X (csin@) — gy x (csinf) = 1,,, X (ccos B)
Dol :

0 — 0y, = Tz cotl (4.11)

En éliminant 6 entre les équations (4.10) et (4.11) ; en multipliant ces équations ensemble,

nous obtenons :

(o0 —a;) X (0 - ‘Ty) = 13,
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Cette équation est quadratique en o la solution est :

2 . .. .
01 = % x (0;+0y) + % X J (0,—0y)" + 412, : Contrainte principale maximale (4.12a)

0y = -;- X (o, +ay) — % X J(az— cry)z + 412, : Contrainte principale minimale  (4.12b)

Ces contraintes sont perpendiculaires I’une par rapport a ’autre.

IV.6.3 Contrainte de cisaillement maximale

La contrainte de cisaillement est donnée par I'équation (4.6) ; la contrainte tangentielle T

atteint une valeur maximale par rapport & 8 lorsque :

dr
== — (0, —0y) x cos26 —21,, Xsin20 =0
D’oti :
2t
cot 20 = — =24
z™ O'y

Les plans de contrainte de cisaillement maximale sont inclinés a 45° par rapport aux plans

principaux.
En substituant cette valeur de cot 20 dans I’équation (3.6), la valeur numérique maximale de

la contrainte tangentielle T est :

Tmax = J[—;— % (crz - cry)]2 + [szlz (4.13)

De I’expression (12) :

1 2 1 1
[Ex(az—ay)] +[rzy]2= By o X (0, +0y) = 5 X (0, +0y) — 03

D’ou :

1 2
Z% ['i x (o, — ory)] +[tsy) = 01— o

Il vient :

Tmax = 5 X (01— 03) (4.14)
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Application

En un point d’un matériau, le systéme de contrainte bidimensionnel est défini par :
g, =60 MN/m?; traction

0y =45 MN/m?; compression

0,y = 37,5 MN/m? ; contrainte de cisaillement

Evaluer les valeurs et les orientations des contraintes principales, contrainte de cisaillement

maximale.

Solution

Ona:

1 1

5 % (0, +0y,) = 5 % (60 — 45) = 7,5 MN /m?

1 1
=% (0z—0y) = e (60 + 45) = 52,5 MN /m?

o1 = 7,5+ /(52,5)2 + (37,5)2 = 7,5 + 64,4 = 71,9 MN /m?

o, = 7,5 — /(52,5)2 + (37,5)2 = 7,5 — 64,4 = —56,9 MN /m?

tan26 = —2 = 5 _ 0714 = 26 = tan~2(0,714) = 35,5° ou 26 = 215,5°

Uz_ay 52.5
= 6=17,8° ou 6, =107,8°
Tmax = 5 X (0 — 03) = =% (71,9 + 56,9) = 64,4 MN/m?

Cette contrainte maximale de cisaillement se produit sur des plans a 45° par rapport aux

contraintes principales.

IV.7 Cercle de contrainte de Mohr pour un systéme plan de contraintes (cas général)

a) Construction de cercle de Mohr
Une interprétation géométrique des équations (4.4) et (4.6) conduit 2 une méthode simple

d’analyse des contrainte appelée cercle des contraintes ou cercle de Mohr. Nous avons déja

trouvé que :
1 1 .
g= 2 X (crz ¥ ay) +§>< (crz —ay)COSZB + 1, 5in 26

1 .
T=-2X (0, — 0y) sin 26 + 1, cos 26



' A
a, Fy v
Tyz -
v 0.2 1
7;
zy
o; o
o; -
A
7yz
Oy

Figure 4.8 : Etat de contrainte (cas général)

Le principe de la représentation graphique des contraintes connue sous le nom de cercle de
Mohr est similaire & celui qu’on a décrit dans le chapitre 2 concernant les propriétés
géométriques des surfaces planes. L’axe des abscisses représente les contraintes normales et

les contraintes tangentielles sont projetées sur un axe perpendiculaire.

Le cercle de Mohr peut étre positionné sur le plan (g, T) en connaissant I’état de
contrainte en un point défini par @, g, T,y et T,, figure. 8, et de I’utiliser pour déterminer
graphiquement les contraintes principales 0,45y Omin- Dans ce cas, on fixe deux points
A (03, Tzy) et B (04, T,;) sur le plan (@, T), on considére le segment AB qui coupe I’axe des
abscisses 0 en C comme le diamétre du cercle de Mohr ayant son centre en C. Les points
d’intersection de la circonférence avec ’axe des abscisses ¢ déterminant les contraintes
principales 0,y €t O i L’angle entre AC et I’axe o est égale 4 20 (figure 4.9).

T 4

Figure 4.9 : Cercle de Mohr

43




b) Détermination des contraintes dans une direction z, inclinée de 0
Les contraintes ¢ et T sur un plan & un angle de 8’ a Oz sont trouvées en faisant tourner un
rayon de cercle a un angle de 26’, figure 9 ; ’angle 26" est mesuré dans le sens horaire &

partir de CE vers CD.

- Le diameétre EE; sert de référence angulaire (6 = 0).

Application
PP a, =30 MPa
Nous avons un état de contrainte définie par : |
e
0z =50 MPa , 0, = 30 MPa et 7,, = 20 MPa ) Ty =20 MPa
I
" = o B e
Calculer  graphiquement les  contraintes o S0MPa
normales
R
principales et les contraintes tangentielles 1,,=-20MPa l
Solution

Sur le diagramme o — T , on trace un cercle et on considére le diamétre la droite qui relie
les deux points (50, 20) et (30, -20). Les intersections du cercle sur I'axe o sont :

0y = 62,4 MN/m?* et o, = 17,6 MN /m? qui sont les contraintes principales.

La contrainte tangentielle maximale est le rayon du cercle :

Tmax = 5 X (44,8 X 10°) = 22,4 MN /m?

C’est la contrainte tangentielle maximale dans le plan des contraintes appliquées.

T
304 MN/m?

20

Cma‘.r

0
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Remarque : le cercle de Mohr représente 1’état des contraintes en un point. Une fois établi, il
permet de déterminer les contraintes dans n’importe quelle direction (8) choisie et en
particulier les contraintes principales et les contraintes de cisaillement maximale et minimale.

Pour 8 = 0, les coordonnées sont (g, 75y ).

o r
Pour 8 = 90", les coordonnées sont (ay, 7y, ).

IV.8 Déformation dans le cas de traction ou compression suivant deux directions
perpendiculaires.

L’expérience a montré que [’allongement axial d’une barre en traction est toujours

accompagné d’une contraction transversale de la barre.

—nay, SFa
Y4 E | Yyt 8 L, THOy ya g, : b4 : a,
:"'“!""; : i : E T '
g, ' ! ' o, | E - qr--> 1 £ :
i —_ ! 1 ! ! L8
«— o.! —> R W [ i s
1 —
1
| E' 1
l......‘L__I 0'2, N o'y
O > O > O L
z z

Figure 4.10 : Déformations dans un systéme de contrainte linéaire-€élastique bidimensionnel.

Nous remarquons que les déformations peuvent étre considérées composées de deux

composantes correspondant a une tension uni-axiale dans les directions z et y.

Suivant les directions z et y, on a les allongements

y
unitaires :
Oy
gz:%_# x“?:v (4.14)
— _G,"_, o o
Fd y z
Lo Eyzg-—u X z (4.15)




Suivant la direction de x, la contraction du paraliélépipéde est :

Cas particulier

= a
Si:0, =0y =0, onaura:g, = g = -E—x(l-u)

Les équations (4 et 5) nous donnent les contraintes o, et Oy en fonction des déformations
unitaires €, et €y :

_ (eg+uxey)xE _ _ (eytuxe;)xE
z 1—p2? ) Oy = 1—p2

IV.9 Traction ou Compression suivant trois directions perpendiculaires
(Loi de Hooke généralisée)

P. P. P
— —z . ot _Z . — _x
O.Z Sz ’ Jy Sy F O-x Sx
Sy s Les équations des allongements unitaires
(déformations) :
! o, 1
P, 2= T~ 5 X (ox + 0y)  (4.16)
-ﬁ
2 A" E—&~EX(0+G) 4.17)
Y Y E E Z X "
P z
X - IJ
B = E"— TR (0, + 0y) (418

Le volume de la barre augmente dans le rapport :
A+e)x(1+g)x(1+e)/1
En négligeant, les infiniment petits d’ordre supérieure, on aura :
1+e 4+ /1
A= g, +¢, + ¢, constitue la dilatation cubique.
Ajoutons membre 4 membre les trois équations (3.16, 3.17 et 3.18), on aura :

—2u
A= g, +e,+e = = X (0, + 0y + 0y)
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Application :

Une barre de section rectangulaire est 20’

soumise a |’action de deux forces //1(_ w || 15mm
P1=25kN, P2=45 kN et P3=15 kN.

P=25kN P=45kN 17 \P3=15kN
—> A <«— B -

Déterminer les contraintes normales,

tangentielles et totales au point « A » de

ASANNNNANYN
/

la section [-I et au point « B » de la

. . 3
section [I-11. La section esten cm”.

Solution :

e Calcul des contraintes normales et tangentielle

Au point A :

Tout d’abord, on calcul I’effort normal au point A

Par la méthode des sections :

Teca
N4 = P3 — P, = =30 kN , effort normal de compression. “« :t N t
N -30 x 103
i 2 — A 2 = 2
On(a) = 0z X cos?(6,) = 5 X cos (30) 15 % 20 < 10=¢ X 05 (30)

Oneay = —75 MPa (Compression)

~30x10%

Na A
= — N — ——
Tea) = 55 sin(26) 2X15%20x10~6

X sin(2 X 30) = — 43,3 MPa

Ototale(A) = O-r?(A) + th(ﬂ) = \/(—75)2 + (—43,3)? = 86,6 MPa

e Calcul des contraintes au point « B »

NB P3 48




Au point B :

On calcul I’effort normal au niveau du point B
Ng = P3 = 15 kN , effort normal de traction.
On(gy = 0, X €0s%(6,) = —!:—B X cos?(45)

15 % 103

On(B) = EXT0%10 0 X C052(45) = 25 MPa

15%10%

Tz .
= — x = e——
e 2 Sm(ze) 2X15%20%x1076

X sin(90) = 25 MPa

Ototale(B) = '0'5(3) = th(g) = /(25)? 4+ (25)2 =35,35 MPa
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CISAILLEMENT

V.1 Introduction

Cette déformation est produite par I’action de forces normales aux fibres longitudinales
(ou efforts tranchants). Danscecas : N =0, M, =0, My =0 (M, =0 et My, =0), Q, #0
(ou M, #0).

V.2 Contrainte au Cisaillement pur

Q= Is 7.ds avec T : contrainte tangentielle.
: s . - Q P
St T = constante a travers la section, on peut écrire : T = = ou T= o

= Qmax < [T]

et la condition de résistance sera : Ty T =

Cette condition permet le calcul des boulons, rivets, soudures, clavettes, etc

......

V.3 Déformation au cisaillement pur

Considérons un élément en état de cisaillement pur. Dans ce cas :

0, =0y, =0; Tzy = —T; Ty, =T

Ty




D’apres le cercle de Mohron a: 0= —03=7; 0,=0
Les plans principaux sont inclinés par rapport aux faces de I’élément d’un angle de 45°.

Sous I’action des contraintes tangentielles, I’élément abcd de forme carrée, de coté a se

transforme en losange a’b’c'd’.

Si I’élément est encastré a I’un de ses cotés,

- AS .
on peut écrire : tany = =, P’angle étant faible, AS

on peut poser : tany = y, donc : i

i 5 _ Y
Le déplacement relatif sera : L
P 5 ou (cisaillement relatif). a i
4 T ’ g,y
AS : glissement ou cisaillement absolu. /
;2
Dans la zone de proportionnalité entre y et T, ! }f'/'
T ;I /7SS
ona:y=Eou1=y.G 4 D

G : module d’élasticité en cisaillement [N/mm?]

La diagonale AC = | = a X V/2 s’allonge de :

ﬁl-:CClXCOS('E—%) ~ CCy X cosd5 =2

\IE L]
: Al AS T
L’allongement relatif sera 1 £ = — = — = 4 ; ou: & =—
1 2a 2 2G

D’apres la loi de Hooke généralisée au cisaillement pur on peut écrire :

1+ . E
E=g ="t xt dod G=

——— ;  pour I’acier doux : G = 8 X 10* MPa
E 2x(1+u)

Qxa

Y= %S , le déplacement absolu sera: AS = yXa=~- X a= g c’est la loi de Hooke

D~

pour le cisaillement.

V.4 Energie potentielle de déformation en cisaillement

y.dy P 4
#, T ___I_‘
-—_},
8 L S0 t.dz.8
T+ ——t =
T t ’J' ;’ 'f ’f
'
{' J T ! 14
r
dy 1 ASEP /! J
7 r
!,’ ’
;;/ ,J > ﬂs
y.dy
f———————
T
dz
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La force T X dz X § effectue un travail sur le déplacement ¥y x dy, qui se transforme en
énergie potentielle : dU = % XtXdzXx8§XyXxXdy

L’énergie potentielle spécifique est donc : (dv = dz X dy X §) :

2

. T 5
onsaitque: y = -, alors:u=-2x—a

du _ txdzx8xyxdy _ txy
dv ~  2xdzxdyxé& 2

u=
V.5 Calcul de Résistance en Cisaillement Pur

Le calcul de cisaillement pur consiste a déterminer la contrainte tangentielle Tpyq, dans
I’élément le plus sollicité et comparer cette valeur avec la contrainte admissible. La condition

de résistance au cisaillement s’écrit sous la forme :

Tmax = [7]
V.5.1 Le matage

Le calcul des assemblages boulonnés ou rivets, tient compte également de la

déformation plastique qui se produit sur la surface de contact.

Le calcul de matage se fait approximativement

h
% parce que la loi de répartition de la pression
’ P @_ b sur la surface de contact est mal connue.
d e e ] e | ¢ — s = ——
X \ - P On suppose alors que la pression est

I

i 4 proportionnelle a la projection de |’aire de la
| v — o
i surface cylindrique sur le plan diamétral. Ainsi

la contrainte de matage s’écrit :

N P
Tmar = 5= Fxd

h
[




.. . P
et la condition de résistance au matage est donc : Omat =5 < {6lpmar
mat

avec : Spae =6 X d;  [0lmae = (2225) x[o],

V.5.2 Calcul des joints soudés

a) Soudage bout a bout ; 5 l
b | A P
P T P
o= 3 < [0]etece
P N i
= Lexb - § Ls —P.-
b h

Ls : longueur de la soudure.

b) Soudure frontale :

w g -
~ T
T N
m ~ .-
-~ ™~ "
~ 2
P A ~4
J o -
— ; H Ls SR e >
Lo P
I A

m=hxcos45 =07 xh

t= SL.S [Tletece 3 Seis=07xhxIx2=14Xhxl
cis

¢) Soudure latérale :

< [1] i R
= Seis Tlétect < .
SCI:S = 017 X h X I X 2 P T T T
p
= Ses = 14X hxl
Ly =L+ 10mm 5
. S -
avec L : longueur calculée "

h
G




Application :

Les pieces 1 et 2 sont assemblées a

Iaide de 5 rivets de 20 mm de \%\‘

I

A-A

diameétre.

~
I ‘,—-"‘

Vérifier la résistance de I'assemblage

ainsi que la résistance de la tige,

/

Sachant que P = 230 kN,
[t] = 80 MPa, [o'ma] =240 MPa, n

) 0 P "/:V?f//j/
[o] = 160 MPa. m\*\\\\\\\ // 20]:
¥V lv.

il
Solution : ¢zo

i._""
ALLAAAA LAV ALY

N

b

1) Vérification de la résistance de 1’assemblage

a) Vérification des rivets

Chaque rivet travaille au cisaillement par deux surfaces, la contrainte appliquée a chaque
rivet :

P
ziss =L - f‘mz = BOXW® _ 535 MPa; =732 MPa < [t] = 80 MPa

4

T=

10 %

Les rivets résistent au cisaillement.
b) Vérification des piéces (1) et (2) au matage

Py 230 x 10°
a. = S =
mat — 5xd 10x20X5

=230 MPa; Omg = 230 MPa < [0pmge] = 240 MPa
Ainsi, les pieces (1) et (2) résistent au matage.
2) Vérification de la piéce (1) a la traction

~ p 230 x 10°
9 =170 — 20) x (20 — 10) x 106 150 x 10

= 153,3 MPa

O¢r = 153,3 MPa < [0,,-] = 160 MPa ; la résistance de la piéce (1) a la traction est vérifiée.

Calcul de la distance entre les rivets :

], = (0,5 +0,7) x [0] : on prend : [t]; = 0,5 X 160 = 80 MPa

s = 1,5 coefficient de sécurité.




= 2xb'x86 — s

=>b=>b"4+d=63,125mm

. <fh - p>

Pxs

230x10%x1,5
= =

= 10x[tlyxé

10x80x10

b' = 43,125 mm

tn
h




TORSION

V1.1 introduction

On dit qu’une poutre travaille en torsion quand elle est soumise a I’action de moments qui
tendent a faire tourner ses sections droites autour d’un axe longitudinal de la poutre. Cet axe

longitudinal se nomme I’axe de torsion de la poutre.

La torsion est une sollicitation, trés souvent, rencontrée dans les arbres de transmission par
exemple. Généralement, ces arbres sont des applications de section cylindrique a section

circulaire, creuse ou pleine.

Une barre est dite en torsion, lorsqu’elle est soumise aux actions de couples dont les plans

sont perpendiculaires 4 son axe.

Remarque : M,

Les barres soumises a la torsion s’appellent

arbres.

Danscecas :N=0;Q=0;M¢=0;M;#0

Ex : - Arbres de transmission de mouvement

circulaire, ressorts a boudin, etc..........

V1.2 Construction des diagrammes de M,

» Le moment de torsion M, se détermine par la méthode des sections.

« La formule générale donnant la valeur de M;dans une section arbitraire de la barre est
delaforme: M, = M+ [mxdz avec m : analogie au moment repartie.

» L’intégrale s’étend a la longueur de chaque partie de la barre soumise & des couples

réparti, la sommation des moments des parties se trouvant d’un c6té de la section

considérée.
o Convention de signe :
Le moment de torsion M, dans la section I-1 est positif lorsque le moment extérieur

tourne la partie sectionnée dans le sens anti-horaire (trigonométrique) si on regarde

cette partie du cdté de la section.

i




@ 1 ® @ 1! @ Vers ’observateur
i |
i i
[ !
i !
! t S’éloigne de
1 ! 1 1’ observateur
(024 ' ® & ®
M, >0 (M,) M, <0 (M)
(+) (-)
M
\‘ 7z
= s
M¢>0 M>0 W

M
\ ‘ . R S—
0 8" (D

Fig. a

L’arbre de la figure (a) sollicité par deux couples de torsion est en équilibre statique.

— Pour déterminer la distribution des contraintes tangentielles T coupons I’arbre par un plan
passant dans une direction perpendiculaire a I’axe longitudinal de la barre.

Evidemment un couple M, doit agir sur une section droite coupée par le plan, cela est
vraie parce que tout I’arbre est en équilibre et donc toute portion de celui-ci I’est aussi.

Le couple M, agissant sur la section coupée représente I’effet de la portion de droite sur la

portion de gauche.

Ce couple M, est évidemment une résultante des contraintes tangentielles T distribuées

sur la section droite.

=




« Hypothése fondamentale
Une section plane de I’arbre normal & son axe avant chargement reste plane et normal a son

axe aprés chargement (non valable pour les sections droites non circulaire).

Extrémité encastrée Chaque section subit une rotation / a la section voisine.

[

Une génératrice ac sur la surface d’une section circulaire se déforme dans la configuration

ac’aprés torsion I’angle, entre ces deux configurations, est désigné par y appelé déformation

de cisaillement unitaire (déviation unitaire).
D’aprés la géométrie de la figure, on a :
L’Angle de glissement de la surface cylindrique :

cC

tany = —; (cc’petit et assimilé 4 une droite).
hg d d
D’autre part : tany =%= ded—‘:; avec:tany =y = cc' = = X de et ac=dz

Ainsi, désignons Z—(g = @, 6 :angle de torsion relatif.
Ce qui nous donne : y = %x d X0 [rad]

— Mais comme un diamétre de I’arbre avant chargement est supposé rester un diamétre aprés

chargement, la déformation de cisaillement unitaire & une distance p < 2 du centre de

I’arbre peut étre écrite comme égalea: y, =p x 8

A
)




; . . 1
A tout glissement correspond une contrainte T = => 7 — Yy XG = = X GX0xd

— Par conséquent, les déformations de cisaillement des fibres longitudinales varient

linéairement en fonction de la distance du centre de |’arbre.

— Dans le domaine élastique, la contrainte de cisaillement T est proportionnelle 2 Iz

deformation de cisaillement Y.

— La distribution des contraintes de zisaillemens T est symétrique autour de [I’axe

geomérique de I’arbre.

Elles ont I’aspect suivant :

Pour chaque élément ds, I’effort tranchant (force de cisaillement) est T X ds, I’ensemble des
efforts créent un moment de torsion (par rapport 4 I’axe de la barre). Pour I’équilibre, la
somme des moments de ces forces de cisaillement distribuées sur toute la section droite

circulaire est égale au moment de torsion appliqué.

Nous avons alors :
- o 2 =
M= | ‘rx,oxds—foixfs pEXds=Gx0xI,
Ip : moment d’inertie polaire de la section et ds : aire élémentaire de I’anneau.

— Comme les contraintes de cisaillement varient selon la distance de I’axe géométrique,

alors :
T4
T /
£ = a7~ = constant.
e /2

Par conséquent, on peut écrire :

T T - T
M, = [ —;—xpzxds:f X [, p? xds cle':f:constant




d
Or, Ip= fo /2 p% xds (moment d’inertie polaire).

Finalement :
ToXip . Mpx . ¥ z P
M, =-L ou bien T, = :—p (relation valable dans le domaine élastique)
P
o M - e s .
Alnsi: 8 = e avec G X I larigidite de la barre en torsion.
r

L’angle de torsion @ {angle de votation réciprogue des sections; se déermine & base

de @ = ‘;—Z’ quidonne dp = 8 x dz = 22X oy o=
P

L : distance entre les sections dont on détermine I’angle de rotation réciproque.

Si My:constant et G X I, :constant le long de la barre, I’angle de torsion sera :

MtXL

= Gxy

Prenons I’expression T = G X 8 X p et éliminons 0 :

Mg M,

T=60 —= .
oxt, 1, P

On remarque que les contraintes tangentielles sont reparties 4 travers la section suivant une loi

. M
linéaire ; T = I—t X p
P

Les contraintes tangentielles maximales apparaissent aux points les plus éloignés de I’axe de

A M
la barre. C-3-d Tppay = T‘ D
P

I 3 ik ; it
p_L =W, [cm’] est le module de résistance polaire. Ainsi :
max
=% . =9
lp H - Wp .
a) Section circulaire pleine
mxd* 5 G ow ¢ o $
I, = = (voir caractéristiques géométriques des sections planes).
’p !TXD‘/32 T XD:‘.
W, = = —5 = ~ 0,2 D3 ’ b A
Pmax /2 16 & ¥

<




b) Section circulaire creuse

d* % d
=5 0= dh = 5D (1-5) =5 D*(1-a") oia =3

3 4 3
Ainsi W, = B2 (1-2) = 22 (1 —g%) ~02D%(1—a*)

Y1.4 Calcul des arbres a |z torsion

En pratique le diamétre nécessaire d’un arbre se calcule souvent & partir de la puissance
transmise (en kW). Connaissant la puissance, le couple de torsion s’obtient par la relation :

M, = 9550 -E- ou Pen[kW], n:nombre de tours par minute [t/min] et M en [N.m].

VI.5 Condition de résistance et de rigidité

a) Condition de résistance

N < )
T Sharranl- |
max Wp

Dans le cas d’une charge statique, on adopte : [t] = (0,5 + 0,6) X [a]
La contrainte tangentielle T existe aussi dans les sections longitudinales (loi de la parité).

Limite d’écoulement a la torsion 74, = (0,5 + 0,6) X 0y,

o ; T,
Pour la matiére plastique : [T] = R

K

Coefficient de sécurité

Cette condition permet de vérifier la résistance (Si Mt et d sont connus) et de calculer le

diamétre de ’arbre.

e 3 '16 X M¢ : i L ’_1_‘15_“_4.5_
Arbre plein: d = o et Arbrecreux:D = |- TR




b) Condition de rigidité (S opposer 4 la déformation)

My XL

M
Gx1y < [p] ou Omax = 7>

m_[]

Pmax =

[6] : angle de torsion relatif admissible. (Radians par unité de longueur).

o - o , ,_ 180 M
5 78] est exprimé en degeé par | m de longueur: 8 = — x—— < [6]

T Gxlp

Ceuz condition permet également de déterminer le diamétre de I’arbre.

4| 32. M 4 32 . M
ibrepleind > _ Arbre creux :D =
Arbrzplein:d = ’n. G o] 2 . Jn,(l- at). G. [8]

- . .‘! 32 x M, . 4 B2 My
Arbre plein: d > RG] et Arbrecreux: D = \]nx(l—a“)XGX[BI

VI.6 Diagramme des moments de torsion et des angles de rotation ¢

] De la condition d’équilibre d’une partie de la barre
-"‘—J V ona: M, =M

M; +

\ M r
PR ,i.‘:,,,,,___,,,._‘_._{‘y_. >4 .@ ______________ }, .
¢ m/ﬁrl/r Mi>0 Mi>0 .

. ” P 4 Mexz
Le diagramme de eut étre tracé a |’aide de la formule : =
P max G xIp

iy
L) ]




Application :

Déterminer les diamétres de deux arbres
de méme longueur transmettant la méme
puissance P =150 kW a la vitesse

= 300 w/min. sachant que

T =30 MPa: == a= 08

aciuzion

i/ Dérermination des diaméaures ;

A partir de la condition de résistance, on peut déterminer les diametres.

a) Arbre plein :

mxd?

Tmax="7'lr'\:f,i'S [t]; Wp = 16 3 Mt=9550)<5

500

216 x 2865x103
=5 i > }W=57mm onprend : d = 60 mm

b) Arbre creux :

Me = 9550 X 220 = 2865 N x . Ainsi : Tax = 220 < [1] = d 2 ° |25

16 X M;

X d3 o PR
nxd3 x(1-a%)

16

< [1]

M
Wp = X(l_a4) = Tmax = ";I';; < [1] = Tmax =

= 67,6 mm ;onprend:d; =70 mm

3 16 % M, 3] 16 x 2865%x103
d2 = —
 x [t]lx(1—a?) T X 80x(1-0,8%)
2/ Comparaison des deux arbres :
Le rapport des volumes des deux arbres nous a donné :
Vi d? 60?

— _— :2
V, dix(1—a?) 702x(1-082)

On constate que |’arbre & section creuse est plus économique.




FLEXION SIMPLE D’UNE POUTRE

VII.1 Introduction

L’étude du phénoméne de flexion des poutres est souvent considérée comme

i orabideis meen e e rdsistanca tag macsriany

(= B L™ S S <A S i O S e, BT Rt 8 s 0

Tk o v e, o b & S B SR T e P T e T e o T i R PN P N x| R,
B T <x S P TR e WA, - SRR N N o VR TR - et S C SO b <o ERCHE WL T, S -t we

‘orio

Une barre travaillant principaiement 4 {a flexion et appelée poutrz. On distingue :
a) Les poutres statiquement déterminées (isostatique)

Les réactions des supports (appuis) peuvent étre calculées a I’aide des équations d’équilibre
statique.

v \M B . e s “ls
I 4 L

Poutres a extrémités en appui simple © Poutres & extrémités en appui simple Poutres en porte a faux d'extrémité.

b) Les poutres statiquement indéterminées (hyperstatique) :

Dans ce cas, le nombre de réactions est supérieur & celui des équations de statique. On
considere alors les équations tenant compte des déformations de la poutre ainsi que les

équations de statique.

j_&, B jA q ‘ I BIj i ; - B
y 1 . T3

Poutre cantilever sur appui Poutre reposant sur 3 appuis
a lautre extrémité. ou plus (poutre continue).

Poutre cantilever sur appui
a l'autre extrémité.




VIL3 Effort tranchant et moment fléchissant

On suppose que la poutre posséde un plan de
’ . o s symétrie axial et que les charges agissant dans ce
i l l 1 B = plan. Par raison de symétric on conclut que la
z n A " flexion se produit dans ce plan.
i | Les efforts intérieurs (Qy et Mx) seront
- " déterminés par la méthode des sections.

Qy = Y P’ = LB ; Q, : Effort tranchant.

¥, Pl P2
1)
Ral i et M, = Sm(PS)/x =Tm(PP)/x

M, : Moment fléchissant.

| i \L/ m
1 | 1
! i |

Q, >0 Qy, <0

Si une force tend & fléchir la poutre en donnant une concavité vers le haut on dit qu’elle
produit un moment fléchissant positif. Dans le cas contraire, négatif.

Q=XPf=Rs— B =P ; My = Em(Pf)/x =Rp.z— Pp.(z—2a) —P..(z - b)

Le méme raisonnement reste valable lorsque nous considérons une poutre sollicitée par une
charge répartie.

; m i

Ra, / i Rp Rp= Rg = -—q
N T q.L L

il z nj 7 Qy=RA_q°z=_2'__q'Z=q'(§_z)

L ; 22 q.l q.z*°
. Mx-—RA.Z*-—q.?—-z—.Z— 2
4 N =12y

(T FT T 7

L 2 Si on étudie I’équilibre de la poutre de droite,
" on aboutit au méme résultat.

1




VI1.4 Relation entre moment fléchissant et effort tranchant

q [kN/m]

Y 4 qu{!) Mix Q Mx + dVIx
Y, \
(T CFR )
¥ . dz " Qy +dQy
- 3 dz
* * * Schéma du corps libre
Pour ’équilibre de I'élément on doit avoir : X my=0 et 3 Py =0.
dM
Ty e s Mg = (Myx+dMy) + Qy. dz +q.(dz"2) =0 = Q, = dz"
XPy=0: Q +qdz —(Qy+dQ,)=0
. _dQy _ d®My
D’on = Az ou q = dz2

VILS Diagramme de I’effort tranchant Qy et du moment fléchissant Mx

La représentation graphique des efforts intérieurs simplifie I’étude des contraintes dans
une poutre,

- Si Qy > 0 les valeurs sont portées au-dessus de I’axe, si non, les valeurs sont portées au-
dessous de [’axe;

- Par contre, M > 0 au-dessous de I’axe et My < 0 au-dessus de I’axe.

Exo: 01 a " b R P xb R P xa
N AT PToL
A ! | B
) N i i E A Section m-n:0<z<a
R, [* o i 1
e - : » nl . P xb
‘ L : Qyz RA= [ :
Q : P xb
Y ! MX: RA XZ= L X Z
P.b l
T + .
s Section my-n; :a<z< L
’ R p_Pxb
i Qy_ A - L ¥
M, \N\I\\I\J | J/ Mx: RA x7z—P x(z—a)




q [kN/m]

| - Ry
K 0% / i
AJ 1 l‘ l 1 lil l 1 B
- - -
T
=TI :
My | I I
U :
q.TL‘
Rd q [KN/m] "’
Exo:03
oo [FTTT1el
A : l !
-~ ‘!* * I
Qy
Ra
I :\L - Rg
) , i | |

q XL
By = Ru =
A B 3
) -
p XL
Q=Ra—Qqxz="——-qxz
. )
_q(z “
— z2 _qxL Xz2
x= RaXz—gX—=—5—Xz-qXx3
qQxz
= x (L -
5 (L—-2)
M@* apparait a mi-portée, la ou [effort

tranchant change de signe : c'est-a-dire, pour :

L2

MP* =q x 3

b b
RB= qQX-— X(a'l'—)

Rﬁqu-lzx(c-I—E) : L 2

L 2
Trongon (1): 0<z<a
Qy = RA 3

Troncon (2):a<z<a+b

Mx= RA X Z

(z — a)?
2

Qy= Ra—g(z—a); My=RaXz—q

Trongon (3):a+b<z<L

Il est préférable de tenir compte des forces

appliquées a droite de la section.
Qy= —Rp My, = Rg x(L—12)

MZ'@* apparait au niveau de la section ou |'effort

tranchant est nul (Q, = 0).




p] Pz

Exo: 04
AT & l (1) , B Trongcon (1): 0<z<a
a b
‘ ;}: Qy:—Pl ; My=—P Xz
& L 5
) |
|
! Trongon (2):a<z<L
Qy |
| Qy:_Pl_PZ
P I
- My= —P, xz— P, X (z—a)
pl+p2/
MP* = Myjz=r, = — Py XL— Pz X (L—2)
:_Pl X L— P2 X b

M
Exo:05 M Ry Ry, =Rp = [_
A o _Ie
e i : 1 v, Trongon (1): 0<z<a
R s ol M
i L {lr ks Qy=—Ra=— T
i >
Q}‘ | M
: sz_RAXZ:_IXZ
M T T T
Bey | |
T Trongon (2):a<z<L
' 1
| i,_Ma M
THT = B
M i l
L

’ T | ' MKZRBX(L—Z):EX(L—Z)
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- VIL6 Portique isostatique

B C
On appelle PORTIQUE, les systémes constitués de barres I
reliés entre elles par des nceuds rigides (B, C). On appelle Traverse
MONTANTS les barres verticales et TRAVERSES (ou SOUS- v
POUTRE), les barres horizontales. _*A Montant
La rigidité des nceuds élimine la possibilité de rotation
mutuelle des barres fixées dans le nceud c-a-d au point nodal (B ou 1777‘7??7

C), les angles entre les axes ne varient pas lors de la déformation.

L’axe d’un portique est une ligne brisée dont chacune des parties peut étre considérée
comme une poutre. Ainsi, le tracé d’un diagramme d’un portique se ramene au tracé des
diagrammes de chacune des barres qui le composent. Cependant, a la différence des poutres
ordinaires, en plus des moments fléchissant M et effort tranchant Q, dans les sections de
chaque barre du portique agissent les forces longitudinales N, c’est pourquoi pour les
portiques, il faut tracer les diagrammes de N, de Q et de M.

a) Convention de signes

Les conventions de signes sont similaires & celle de la flexion simple pour un
observateur qui se trouve a ’intérieur du portique.

b) Tracé des diagrammes

Lors du tracé des diagrammes, les ordonnées positives de N de Q et de M sont portées
de fagon a étre dirigé vers le cdté extérieur, tandis que celles négatives vers I'intérieur du

portique.

VIL.7 Barres curvilignes

Dans ce cas également on a trois (3) facteurs de
force : N ; Q et M. Si I’axe de la barre curviligne est un arc

de cercle, il est commode de définir la position d’une section

quelconque a ’aide des coordonnées polaires, et les efforts

intérieurs seront en fonction de 'angle @ : N (@) : Q (@) et

M (@).




Application : (Partie : Flexion simple)

Une poutre AC sur deux appuis est soumise & des

chargements comme indiqués sur la figure 01.

P=100 kN q=30 kN/m
1/ Calculer les réactions aux appuis A et B. v o
2/ Ftudier les lois de variation des efforts AV \ v
tranchants (Qy) et moments fléchissant (Mx) g} B C
le long de la poutre et tracer les diagrammes o G > a ¥
correspondants.
3/ Que deviendrait le systéme si vous transformiez Figure 01

’appui double A en encastrement ?

Solution
£
Tout d’abord, on trace le schéma P=100 kN q=30 kN/m
d’équilibre statique qui montre la 4 £
poutre sous |’effet des différentes AV v o RV \
. . . F F 3 C
sollicitations existantes. 25 B, l
Ry e > >
Rp
1/ Calcul des réactions
X6 X3 30x6x%3
YM(P)/A=0= REx4—q x6 x3=0 = RB=12 = =135 kN

g X6+Px4  30x6+100x4

LM(P)/B=0= —RA X4+ g X6 X1+Px4=0 = RB = P =

145 kN

Vérification :
YF(T)=0= RA +RB~q Xx6+P =0 =135+ 145—-30x6—100 = 0 Crest vérifié
2/ Etude de Variation de I’effort tranchant (Qy) et moment fléchissant (Mx)

Troncon AB : 0 <z<4m

Mx
Qy(z) = RA—q xz—P = Qy(z) = ~30 % z+ 45 5
q [
z=0 = Qy(0) = 45 kN J z/
z=4m=Qy(4m)= —75kN X ¥ ‘]/‘
7 i
+ | Qy
Qy(z2)=0 = z=15m Ry

2 P e 3
Me(z)= —q x =+ RAxz-Pxz= (?qxz+RA+P))cz =($xz+45)xz
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z=0 = M;(0)=0
z=4m = Mx(4m) = —60kN.m
Le moment pourz=15m =  MXpesm = 33,75 kNom

Le moment est nul pourz =3m

Trongon BC : 4m <z <é6m Mx
P q |
Qy(z) = RA+RB—P—q Xz v z/ |
= Qy(z) = —30 xz+ 180 VY ¥V V¥V ¥V V¥V VvV Vv V
r s d i ‘JL |
z=4m= Qy(4m) = 60 kN Ra [« 7 > Rp | Qy

‘ z=6m=Qy(6m)= 0

‘ My(z)=—q x S+ RA xz—Pxz+RB x(z~4)

= M(2)= _Tq X 224+ (RA—P+RB)Xz—RB x4=0

= Mx(z) = —730 x 7%+ 180 X z — 540
z=4m= Mx(4m)= —60kN.m

z=6m= Mx(6m)= 0

500 CIy-BGkN/

40

30+

£ - @
=
-
L ®
.é 1}
£
o
" 10
g z=15m
, S
5
a0k

Qy=-T5kN

80 L | ! i L L L | I L L l
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Longueur en {m)
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40~

Mx=3375 KNxm >

z=15m

z2=3m

Mment fléchissant (Mx} en (kM x m)

30

40
Mx=-60 kNxm

501

&0 i | | | | | L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 &

Longueur en (m)
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THEORIE DES POUTRES

VIIL.1 Introduction

Lorsqu’une poutre est sollicitée par des charges externes, la force de cisaillement et les
moments de flexion sont définis sur toutes les sections transversales de la poutre, en
engendrant une certaine déformation de la poutre. Le matériau de la poutre développe une
résistance ou des contraintes pour résister aux déformations. Ces contraintes peuvent étre
calculées en considérant certaines hypothéses. Les contraintes introduites par le moment de

flexion sont appelées contraintes de flexion.
VIIL.2 Hypothéses de la Théorie des poutres

Avant de discuter de la théorie de la flexion simple, on présente les hypothéses

essentielles a prendre en considération dans la théorie de la flexion simple :

1. Le matériau est homogene et isotrope.

2. le matériau est utilisé dans son domaine élastique.

3. Le rayon de courbure est important par rapport aux dimensions de la section transversale.

4. Chaque fibre de la poutre se dilate ou se contracte, indépendamment des adjacents,

au-dessus ou en dessous.

5. Hypothése de Navier-Bernouilli : Les sections planes normales a la fibre moyenne avant

déformation demeurent planes et orthogonales a la fibre moyenne déformée.
VIIL3 Contrainte Normales en Flexion Plane

Les formules utilisées pour le calcul des contraintes normales sont généralement €tablies a

partir d’une étude de la flexion pure.

La flexion pure est caractérisée par le fait que les six composantes des efforts internes, seul

Mx est différent de zéro. Cependant, les autres efforts sont nuls.

N=0 M, #0
Qy=0 et M},=O
Qx=0 MZ=O
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Me

Me

Me

Qv =0

Mx

Il est trés rare d’observer une flexion pure en réalité.

4

7

(+)

L

)

Ma

Dans la zone en gras du diagramme du

moment fléchissant, on a une flexion

pure.
Qy
Mx
¥ x
Fy -
///
as
i /
// )! a % ds
dr;,’/l i
74 o : ’,
i _r.d.r.

74




« La contrainte d’équilibre qui lie les contraintes et les efforts internes dans la section

transversale d’une poutre, a la forme suivante :
J oxyxds= My (8.1)

« L’aspect géométrique de la flexion se déduit de I’analyse du tableau schématique des

déformations de la méme poutre.

a0

—

Axe neutre (fibre neutre)

On constate que les lignes longitudinales prennent la forme d’un arc de cercle et que les

sections transversales restent planes et perpendiculaires aux lignes longitudinales.

— La partie au-dessus de la fibre neutre (F.N) est comprimées.

- La partie en dessous de la fibre neutre (F.N) est tendue (pour c€ cas).

Fa

m n o ;"“—"‘\‘

— | ’,‘ f 40

! J o i

i 2 ba | Axe Neutre p ¥y, !: 2

ISR SRS o \
: v I :
| B |
| @ . 4

. m‘ dan

p : rayon de courbure




AL
De la formule : £ = = le montage donne :

_ (p+y)xdb—dx _ (p+y)xdf—pxdf

y
£ =2, -
dx pxdé p’ &

(8.2)

Donc, € = % = E (8.3) = o==-Xy (84

On remplace (4) dans (1), on aura :
E E
My= [, oxyxds= k. (;xy)xyxds=;xfs y? x ds

My

E 1
= Mx —-;X[X = ;— T (8.5)
En remplagant (5) dans (4). on va avoir :

X = MZBXY | quw o ;
g== Xy= e d’oli : o= P (8.6) Formule de Navier

L’analyse de la formule (6) montre que la variation de contraintes sur la hauteur obéi 2 une loi
linéaire, les contraintes devient maximales dans les couches de coordonnées Ymax €t nulles
lorsque y = 0.

Démontrons que la fibre neutre passe par le centre de gravité : S, = Sy =0

L’effort normal : N = fs o X ds |, pour la fibre neutre = N=0

fl

Myxy M My
Nxfs—f;—xds ﬁxfsyxds:():-axs)(:O = By =4

= L’axe X est la fibre neutre et passe par le centre de gravité.

Les formules servant a calculer les contraintes normales établies 4 I’aide de ’analyse de la
flexion pure sont avec un degré de. précision suffisant, valable pour la détermination des
contraintes normales dans le cas de flexion simple lorsque Q, #0.

M0

Flexion pure {Qy )

M #0
0y %0

Flexion simple [

En utilisant cette formule pour la flexion simple s’accompagne d’erreurs trés négligeables que

I’on utilise dans les deux cas.
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VIIL4 Conditions de la résistance par rapport aux contraintes normales

Pour assurer la résistance d’une poutre fléchie dans la section dangereuse (section ou le

moment Mx est maxima). Il faut que les contraintes de traction et de compression maximales

ne dépassent pas les contraintes admissibles correspondantes.

Exemple :
(-)
ht L
(traction)
AN
i s e h, SR T S
-~
he
(compression)
v
5 2 % Mxh; t
« La contrainte de traction maximale : Ot max = —7— = Oadm (8.7)
: X
- 3 . Mxhc
+ La contrainte de compression maximale : ¢ max = < Ogdm (8.8)

Ix

VIIL.4.1 Cas des sections asymeétriques
Pour les matériaux fragiles (fonte, par exemple), on a :

0% 4 €St supérieure & gqp, de 345 fois.

Donc, pour les poutres en tel matériaux, on choisit des sections asymétriques par rapport a

I’axe neutre (A.N) de tel sorte que ht < hc c.a.d que 0L gm < Ogqm- Dans ce cas considere, il

faut comparer deux conditions de résistances :

s . i . i Mxhe
5  Suivant les contraintes de traction maximales : 0¢ max = oS
X
. ] ) . . Mxh,
% Suivant les contraintes de compression maximales : ¢ nax = : =
X

M

E”.‘; < O'édm (89}
M

Wy = oédm (8>|0)
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Wy, et Wy, : Couples de réactions des fibres tendus et comprimés (Modules de flexion,

Moment résistants, Module d’inertie résistants).
Remarque : dans (9) et (10) nous avons pris M = | Mmax |.
VIIL.4.2 Cas des sections symétriques

Si la section de la poutre est symétrique par rapport a I’axe neutre (A.N) (ces sections sont

- ; h
avantageuses pour les poutres en matériaux plastiques). h, = h, = =

A A M I
Alors les deux formules (8.7) et (8.8) se raménent 4 une seule : g = — X 5‘
X

(8.11)

g s 2 . o ’ M
En désignant : W, = 5 X Ix , on obtient la condition suivante : ¢ = l Jf‘”l < Ggam (8.12)
X

Ou: Wy représente les caractéristiques géométriques d’une section droite d’une poutre.

[l détermine sa résistance 4 la flexion.

» Valeurs de Wy de quelques sections.

*  Rectangle

_ 2XIx _ bxh?® _ bxh? b xh?
& h 122><b 6

]
3
|

LaS g I |

2x1y ZxmxD* nx D3
WX = = =

= =Wy =0,1 x D3
h Dx64 32
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» Anneau

* Sections Laminées (T, L, U, I, ...... )

Wy est donnée par les Tableaux des Normes.

VII1.4.3 Le choix de la section et du moment de flexion admissibles

» Choix de section
M

Wy = ot M= My, (13)

Tadm

» Moment fléchissant admissible

Madm = WX X Jadm (14)

Ensuite, la liaison entre M et la charge, d’aprés le diagramme de M, étant connu, on peut

calculer la charge admissible.

VII1.4.4 Applications
- Application 1 :
Choisir la section d’une poutre en I a travers L= 6 m sollicitée par une charge

uniformément repartie. On donne : q =40 kN/m , 044,, = 160 MPa.
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Solution :

q=40 kN/ m

” q x L? o g xL?
= = = —
A 3 ¥ ¥ ¥ ¥ v Y Yp Tk 8 % 8 % Jadm
6
\ " [ W, = 1125 cm?
x L XL
g /2 1 X2
Normalement : on prend Wy du tableau
supérieur a celle calculée mais si elle est loin
Diagramme du moment fléchissant on choisit la valeur inférieure. Mais dans tous
les cas.
p—

\

/ /" Wchoisit - Wm!cuié <5%

wchoisit

/ Soit on a excés de masse ou de résistance.

— Application 2 :

Calculer la charge admissible d’une poutre a section rectangulaire sachant que

Oaam = 10 MPa.

2 em

p=2? :
A l B

_{-—u—-—-

2m | 3m
. rl.. :.I
3 B 2 W b x h? 1,2 x (2,4)2
— X — % = =
5 P X 7 6
6xP bxh?
Magm = Wy X Ggqgm = s P X Tadm
5 bxh? 5
::>P:g X —— X Oqgm = gxMadm

¢+

|
/ P =9600N

5
Moax = '(; P = Muam
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VIILS Calcul des Contraintes tangentielles

VIII.5.1 Introduction

M
Flexion simple — [
Qy

M ; ;
M — o= —-% (dans les sections droites).

Qy — T =7 (dans les sections verticales et horizontales) avec T contrainte tangentielle

Qy

VIILS.2 Expression de la contrainte tangentielle T

Tv = Th
(loi de parité)

T, n’existe que a

I’intérieur du solide.

Pour déterminer les contraintes tangentielles, examinons d’abord une poutre a section

rectangulaire, découpons dans la poutre un élément dx et de largeur b égale a celle de la

poutre.
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Cet élément subit ’action des forces suivantes :

5 s i s Myx 3 ’ s .
~ La force 34 4°3" est sollicitée par g; = ;—y . D’autre part le section envisagée subit
X

les contraintes tangentielles () pour I’instant inconnues qui, compte tenu de la petite
largeur de la poutre, peuvent étre considérées uniformément répartie suivant la largeur
de la section (hypothése de JOURAVSKI).

Mo Xy
Ix

- Laforce 12 271" est aussi soumise a g, = . et la contrainte tangentielle (t) pour

le moment est inconnue.

— La face 32 2'3est uniquement sollicitée par la contrainte tangentielle (1) (loi de parité).

Composons 1’équation d’équilibre de [’élément découpé, projetons, ensuite, les forces

supportées par I’élément sur I’axe horizontal.

LE=0 = —N;+ N+ 1xXdzxb=0

=—[, o, Xds+ [, 0, xds+ txdzxb=0
= »—%x Lyxdm—%x fsfdeS"'“TXdZXb=0,avecfs,yxds= Sk
X
= (M—z_ﬁl)XS,’(=r><dsz
[x

On note : M, — My = dM(x) , tellement qu’elle est petite

;oL dM(x) _ _ Sy xdM(x) dM(x) _
Sy X " =tXbxdz = t= s i = Qy
Qy X S’X
Donc : T—= ——— (Formule de JOURAVSKI).
"X x b
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VIIL5.3 Loi de distribution de la contrainte tangentielle (t)
Etudions la loi de distribution suivant la section des contraintes tangentielles dans une poutre
rectangulaire. Cette loi est déterminée par la loi de variation de Sx. Le moment statique de

I’aire hachuré S* par rapport a I’axe X.

I f I h‘
Sy =4 Xy, =8y =bx ;—y) X V1,

+ : X (h ) : X (h 4 )
W2 = WS e (. VY [
| . W =PTSRSV I=5515 y
¥ b
Yy _ ¥ = S):'='2‘x(_—J’)><(;+J’)
, _ b _ (h? 2
= sy=3x(5-7")
« La contrainte tangentielle
2
_ QyxSk _ ayxbx("—?) Y (ﬁf_ 2)
T oIxxb | oxpxPXh = T = pxnd P4
12

« Diagramme de t

h
t(y=3)=0 .
3xQ
Wy=0=5=2 -
h 2
e(pag)mi

t e

_l, Timoy (quand on consideére que T est

uniformément repartie)

83




« Section circulaire

_A.9
—  Tnax = 3 X < - 1,33 Trmoy

R R Y
|—————————
—

« Section annulaire (anneau)

Qy
Tmax = 2 X =

5
.. Q. - e
. . —
D’une maniére générale, on a : T,pq, = k X < -ou k est le coefficient qui dépend de la

forme de la section.

VIII.5.4 Condition de résistance

La condition de résistance par rapport aux contraintes tangentielles () s”écrit :
Tmax < Tadm
Remarque : pour 'acier : Togp = 0,6 X Tagm
Certains matériaux résistent trés mal au cisaillement (par exemple, le bois dans le sens des

fibres). Aussi pour les poutres en tels matériaux, la vérification de la résistance par rapport a

la contrainte tangentielle (T) est obligatoire.

Remarque : La théorie exposée de la détermination des contraintes tangentielles (T) n’est

valable que pour des sections pleines.
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Application :

Calculer les dimensions nécessaires des sections circulaires, carrées, rectangulaires et en

double Té laminée ainsi que la contrainte normale et tangentielle au point indiqué A sous la

force pour la poutre en double T€.

Ondonne:q=11kgf/cm;P=1t;L=4m;C=1m;0sm=1600t/cm’

P=1t j;
g=11kgf/em l

A v v A Y Y Y v b 4 B
Im 2m I m
P o [ L
Section n° 1 Section n° 2 Section n°® 3 Section n° 4
D 1 7
A|YNy—yr—————
Im-t
8 h=2b h ] SR
a
b [/__.,_._.-/ ““-__‘_"]
Solution :
i =11 kglf/em it T
LT T T 1d,
I - ] 2z
et ! X L
X M.nn,=—-—qx£'z : Mmax= q 8 +PXC

g

Pour #\ -
la charge q : \ q

P M,

Pour E T
les forces P 1 7 £ b 5

1.1.5¢4°
Myax = —8—"+ 1,1=32txm
M, 3.2 107
W=—F== = = 200 cm®
Ol LB %10




1/ Section circulaire

2 2
Wy =222 =200cm3 =D = SF‘:’—” =12,68cm = S =2 =126,8 cm?

2/ Section carrée

4 3
W, =X =20 _ & _ 900 cm?;aq= Y1200 = 10,63 cm: S, = a? = 113 cm?
/2 12xa 6

3/ Section rectangulaire

_ Ix _ 2xbxh® _ bxh® _ bxh? _h% _ 3
W3_71_/;_ Tk~ B T o
2
=h= Y2400 =1338cm et b=67cm =  S;=hxb="=2896cm?

4/ Section en 1

) n°20 = W = 184 cm3
W =200cm” = d’aprés le catalogue : R

n°20% = W = 203 cm?

Pour la poutre n® 20 :

Omax— Codm _ 200-184

: X 100 = 8,7 % ; La poutre peut supporter la charge un peu élevée

= Sur-tension.

Pour la poutre n°® 20° :

Omax— Ohdm _ 200-203

x 100 = -1,5%: Elle supporte une charge un peu petite

ngm 203
= Sous-tension.

QOu bien :
W — Wpe 500
LA S - 1,5 %

vvh°20“

Sy = 289 em®
On choisit le profilé en | n° 20" , le catalogue nous donne : Iy = 2030 emt
= 20cm
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DEFORMATION ELASTIQUE- EN FLEXION
IX.1 Introduction

Les charges transversales appliquées a une poutre engendrent des contraintes normales o et
les contraintes tangentielles 1. Ces charges

font également fléchir la poutre suivant Y Ligne élastique (déformée)

une direction perpendiculaire a son axe.

Y

)
A B_, Etat final (déformé)
,7-;. Z
7

Etat initial non déformé

y : fleche (déplacement)

La relation exprimant la fléche en un point quelconque défini par Z peut s’écrire sous la forme

d’une équation appelée équation de la ligne élastique (déformée).
Le calcul d’une poutre impose souvent des limitations tant des fléches que des contraintes.

IX.2 Equation différentielle de la ligne élastique

L’expression du moment : M, = l‘?i;.’l est déja connue

Ou:

Mx : moment fléchissant dans une section quelconque de la poutre ;

p : rayon de courbure de la surface neutre de la poutre en cette méme section.

IX : le moment d’inertie de la section par rapport a [’axe neutre.

M et p sont en fonction de z.

Si E, Ix sont constantes (le plus souvent), I’équation précédente peut €tre écrite sous la

forme :

== ©.1)




o i
La notion 5 est ta courbure de la surface neutre de la poutre.

M = f(z) = lacourbe de déformation et a courbure variable.

La fleche y > 0 quand elle est dirigée vers le haut. Dans notre cas les fléches de tous les points

sont négatives.

La courbure est donnée également par :

dy?
1 /d 2
i = (9:2)
dy
[1"'( /dz)]
dy g . .
az représente la pente de la courbe en un point quelconque. Dans le cas de faibles
, Ay : o s g s 1 ady?
deformatlons,d—z-est petite par rapport a I’'unité. En la négligeant on aura : » Sy (9.3)
Ainsi I'équation (1) devient : 22 = 2 oy encore : E X Iy X 2 = M 9.4
insi I’équation (1) devient : a = Exiy ou encore : x X o5 = My 4)

(4) est ’équation différentielle de la ligne élastique.

Pour déterminer y = f(z) le long de la poutre, on doit intégrer cette équation. On sait que

doy dMy -
e R < 1t ire
. g < sk @y . On peut donc écrire

2

3 4
Qy= Exlyx2; g= ExlyxZ

dy dy
= e =2 X
7] a Mx E X IX dz3 ’ dz*

dz dz? "’
Exemple 01 :

Ecrire I'équation de la déformée d’une poutre encastrée, soumise a ’action d’une force

concentré P a son extrémité libre,

—
=

M,=PxL | A

B T U 1
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En utilisant les équations d’équilibre statique, on détermine la réaction et le moment au niveau

de I’encastrement (A).

e Réactions: My =P XL ; Ry=P XL
e M= —-M,+ Ry Xz= —-P XL+PXz

L’équation différentielle de la déformée est :

2z 2
Exlyx 2= My ou Exlyx 25 = =P xL+Pxz ()

La 1°° intégration nous donne :

2
Ex.’xx%=—PxL><z+Px-z-2—+ C1 (2)  équation de la pente

¢, : se calcule par les conditions aux limites.

(d_y) =0 (encastrement) => ¢; =0
dz/z=p

Intégrons une 2°™ fois on aura :

PxLxz?  pxz?
2 6

ExlyXy= — + ¢, (3)

En A (encastrement), z=0 et la fleche y=0 = (¥);20=0=>¢, =0

5 x o ¥ . d x
Les équations (2) et (3) avec (¢; = ¢, = 0) permettent de déterminer la pente d—z et la fleche y

en tout point z de la poutre.

La fléche maximale apparait a ’extrémité droite de la poutre (z=L) :

- 3

Ymax = T le signe (-) indique que la fléche se produit vers le bas (sens contraire a celui
X

de 'axe Y).
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Exemple 02 :

Poutre reposant sur deux appuis. Méme question que I’exercice 01.

F 3
A 4
F 3
1

/7'4‘?
Pxh T Pxa
- I L

En utilisant les équations d’équilibre statique, on détermine les réactions :

» Réactions : Ry = PXb/L;Rg == PXa/L

— Trongonl: 0 <z<a

Pxb s . ; et Al
M, = Ry Xz= —XZ; I’équation de la déformée s’¢crit :

Pxt i . i S
EXIyxXy" = % X z ; Ce qui nous donne aprés 17 intégration :
Pxb
X Iy Xy = — Xz°
EXIyXy il +c¢ (D)
En intégrant une second fois, on aura :
Pxbxz?
EXIyxy= 6><LZ+C1><Z+CZ (2)
Pourz=0; y=y,=0;c,=0
— Trongon2: a <z<1L
Pxb
M, = RAXZ—-PX(Z-—CI)=TXZ —Px(z—a)
t Pxb o
ExIyxy'=—"=Xz=PX (z — a). En intégrant on aura :
Pxb Px(z—a)? .

Xy Xxy' = — X722 - ——— 3
Exlyxy'= - Xz ——+ G (3)
et:

pxbxz®  Px(z-u)?

EXIyXy= . + 3 Xz+cy (4

6L 6

Au point C les pentes sont ¢gales: (1) = (3) = ¢ = €3 €t les fleches sont également

de mémes valeurs : (2)=(4) = ¢, =0
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Pourz =L ; y = yg = 0; Ainsi on écrit :

PxbxlL? Pxh3 PL(b2-L?
EXIyxXy= T + 3 XL=0 ou : 03=—-(—&<-£-——)

Apres avoir déterminer les constantes d’intégration, les équations donnant la fleche y en tout

point de la poutre s’écrivent :

»0<z<a

ExIlyXy= P?XTB = PXbX(;:;LZ)Xz ou EXIyxy= P—Xb X [z3 — (b? — L?) x z]

»a<z<L

Pxbxz? Px(z—b)3+be><(b2—L2)
6xL 6 6xL

ExIyxy=
Ou:

EXlyxy= £i<-‘3><[23--§><(z—a)3—(Lz—-bz)><z]

6XxL

Ces deux équations expriment la courbe de la poutre fléchie. Chaque équation est valable dans

son intervalle respectif.

IX.3 Equation universelle de la déformée d’une poutre

(IV) V)

T
i

b E x Iy = cte

P
(I — M gy 4 am

vt

Y

F
Y

d
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La détermination de la fleche avec la méthode d’intégration ce n’est pas commode si le
nombre de trongon est élevé. On utilise alors I’équation universelle de ma déformée (méthode

des parametres initiaux).

Ecrivons les expressions de My pour les différents trongons :
1) M, =20

I My=M

) My=M+Px(z—b)

V) My=M+Px(z—b)+qxZL
V) Mx=M-HDX(z—l?:-)-!-q><(z_2’:}z—q><("’“2d)2

Ecrivons la 1 intégration sans développer les parenthéses. Pour maintenir la monotonie des
expressions obtenues, écrivons I'intégrale de M sous la forme M X (z—a) ce qui

interviendra seulement sur la valeur de la constante d’intégration.
Pour la pente de la déformée on obtient :
I ExIyxy' = C;

i) EXIyxy' = C,+MXxX(z—a)

! (Z—D)z
) EXEXXY=63+MX(Z—.Q)+PX :
—h¥E !
V) Ex‘lxxy':C4+M><(Z~_a)+.°><(z;’)+q><(z;)
—hy2 —~33 — 433
V) ExIlyxy = CS+MX(2’—G)+P><(Z:) ~I—q><(z c) -—qx(z:)

Les constantes d’intégration se déterminent a partir des conditions de continuité de la fonction

y' aux points de rencontre des trongons.

Pourz=a. y; = ¥3. pourz=»>b. ¥5 = ¥5 elC......cruv.nn.




La rigidité de la poutre est constante :
E X Iy =constant,ona:c; = ¢ =¢3 =C4 = Cg

La pente yy = 8, de la déformée a I'origine des coordonnées se détermine a partir de

’expression du 1 trongon : E X Iy X 8y = ¢;

L’équation (V) devient :

z —b)? z—rc)3 z—d)3
E)(fx)( e(z)=E><)'XX90+MX(Z—C£)+PX£T‘)"+QX%—QX-(-—€-)—
On:
z—b)? z—c¢)? z—d)?
Oz = 6y + xMx(z—a)-!—Px( )+ ><( )— ><-(—-—-—l

Ex Iy 2 4 6 1 6
La 2°™ intégration des expressions ci-dessous nous conduit a :
)] EXIyXy= D +EXIyX8yXz

(z—a)?
I1) E><IX><y=Dz+ExIXx90xz+Mx—2——

—r)Z —hy3
) Exlyxy= Dy+ExIyx6xz+MxZ24pxE2
(z—a)? (z=b)* (z-c)*
IV) ExXIxXy= Dy +EXIxXbXz+MX—F—+PX=——+q X7~
(z—a)* (z-b)? (z-c)* (z—d)*
V) ExlyXy= Dg+EXIyX8yXz+MX + P X +qg X———q X——

6 24 24

AVCC:D1= DZ = D3 = D4 = Ds
Soit ¥, , 'ordonnée de la déformée a I’origine des coordonnées : E X [y X yg = Dy

Ainsi I’équation universelle de la déformée d’une poutre s’écrit :

(z—a)? (z-b)?
EXIXX.V(z}=EX1xXJ’o+EXfxxgalelJfo‘z—h["‘Px P i +4q
(z—o)* E-gr |
X 24 v — g x 2% v




Ou :

1
Yy = y0+90XZ+E

X{MX—2——+P)< = q S

Les expressions précédentes de 8, et y, peuvent étre généralisées :

Yz = Yo+ 6%z F

Et

O =6 +

Gt TN o oW e i

— a2 — k3 —- 4
XIZM,- x(z Za,} +ZJP,-><(z Gb') +Zqix——u(z 2:‘) -

>((Z—d)"‘]

Z S (z- di)4
% 24

Z (z—c)3 Zq‘ " (z ~6d,-)3]
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Application :

. P =40 kN
Une poutre est constituée de deux
i = M = 20 kN.
profilés en U. ; q =20 kN/m i} - "
déterminer le numéro du profilé et 4 . 1C
B
calculer le déplacement de la y A
section «C» sachant que: 7 —¥
4m L 2m
[6] =160 MPa, E=2 x 10° MPa < >e >
Solution :
Diagramme de I’effort tranchant et moment fléchissant.
P =40 kN
A q=20kN/m M =20 kN.m
o L —
/‘ h 4 r C >
A _ B x'
~
il —
4m L 2Zm
. Ll r Ll
100 ~
a0k
g
.,E, - Qy = 40 kN
c .
&
2l5 3 3I5 -,l
L (m)




40

w0l Mx=20kN
+ |

s (+)
= z=156m /
el L
= >
(4]
>
=

-120 L L Il I ! i 1 |

(] 0.5 1 15 2 25 3 35

4
L (m)

1/ Calcul des réactions :
YM(P)/JA=0 = My=100kN xm ; 5P, =0 = R, =80kN

2/ Calcul du n° du profilé en U :

. .. . MTTIC'.I .
A partir de la condition de résistance : Gpq, = ;“V— < [o] . le profilé est U n°27.
x

3/ Caleul de la fleche au point « C» @ fo = ye ?

+ g % ! X szz+R x23 S ok 24+ ><(z_2)4
M) = TER2 T T aXg TRaXg 6 TX4 1%

Avec:yo =0 et 8 =0; d'ou: Ye= —12,02mm = y,= —-1,2cm




SOLLICITATIONS COMPOSEES

X.1 Généralités

Les sollicitations simples (compression, cisaillement, torsion, flexion simple et traction)
agissent isolement :

Les contraintes et les déformations qu’elles provoquent se calculent assez facilement. Or les
organes de machines, les poutres, les charpentes métalliques : subissent le plus souvent les
sollicitations complexes et simultanées dites sollicitations composées.

Flexion accompagnée de traction ou de compression, flexion accompagnée de torsion, torsion
accompagné de compression ou traction. Le mode de calcul des contraintes et des

déformations engendré par ces sollicitations composées et |’objet de ce chapitre.

X.2 Flexion déviée simple
X.2.1 Définition

On parle de flexion déviée simple ou flexion oblique lorsque les sollicitations qui
provoquent la flexion agissent dans un plan passant par 1’axe de la poutre mais ne coincident

avec aucun des plans principaux (figure 10.1).

J/F

N

1

e

.‘F"'\-\.‘ﬂ

¥

T~

¥

¥
F"“‘H—.

™~

X

Figure 10.1 : Poutre en flexion déviée.

97




Le plus commode est de considérer la flexion déviée comme la combinaison de deux (02)

flexions simples agissant dans les deux plans principaux ZX et ZY.

X
77777' 9y

YYYYYYYYYYYYYYYYY Z

qx Fx

Pl ¥l

Figure 10.2 : Décomposition de la charge en deux directions.
Remarque : En flexion déviée simple, N = 0.
X.2.2 Contraintes et Déformations (déplacements)

Pour étudier les contraintes et les déplacements, le plus simple est de décomposer le moment

fléchissant M g, en ses composants selon les axes principaux X et Y (figure 10.3).

A
M M
_:‘(__7 flex y
(8¢
P >4l\:[y My = Mgy X sina

o F

My = Mgex X COSQ

'
\
\EC]

Figure 10.3 : Décomposition du moment en deux sens.
Remarque : Si My, provient d’une force transversale, il revient au méme de décomposer

d’abord cette force selon les axes X et Y puis de calculer Mx et My a partir des deux

composantes de la force (figure 10.4).
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-C(x.y)

I,
’
/\ X
Lo L%
>

-
-
l/

=
AT

A

0l

Figure 10.4 : Décomposition de la force transversale en deux directions.

N

Fy

Dans la section d’appui :
— Le moment fléchissant subit par la section de la barre dans le plan vertical d’axe
neutre X :
My = F, xL=FXLXsina
- Le moment fléchissant subit par la section de la barre dans le plan horizontal d’axe
neutre Y :
- My=F, XL=FXLXsina
a) Contraintes Normales
Les contraintes normales pour des points situés dans le premier quadrant du systéme (par

exemple le point c) se détermine par la somme dues au moment Mx et My en vertu du

principe de superposition.

My My
o(x,y) = K xy+ ?xx

Ou o(x,y) = Mgy (}y; X sina + % X C0oS a)

Remarque : le somme est algébrique.
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b) La ligne neutre

C’est le lieu géométrique des points ou a(x,y) = 0.

Elle a pour équation : y = —x X i—x X cota
Y
g
Remarque 1 : Si o est I’angle de /G) Miex
déviation de la trace pp du plan n D
d’application des forces avec I’axe ™ /<a o
Y. >
G\
b N1
N &
L fo3 e
n
™ p
3{ n-n : ligne neutre
G i -
p . p-p : ligne de force ou de moment fléchissant.
- Ix .
y= —x X Xtana

Remarque 2 : En flexion déviée, la ligne neutre n-n n’est pas perpendiculaire au plan du
moment fléchissant.

¢) Détermination des points dangereux

Les points présentant un danger sont les points de ia section ou apparait la contrainte maximale
en valeur absolue. Etant donné que I'épure des contraintes normales dans la section est linéaire,

o(x,y) max apparait aux points les plus éloignés de la ligne neutre.

Si (x1. y1) sont les coordonnées de ce point alors de ce point alors :

My My
Omax = ?X Y1+ —‘,;'X X1

Si la section comporte les points angulaires en saiflie () telle que Xpay €t Ymay sont

atteint simultanément (section rectangulaire et section en H). Les points présentant un danger

sont les points angulaires de la section ot sont sommeées les contraintes de méme signe.
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Par exemple sur le schéma (Figure d) les points les plus dangereux sont B et E.

My My My My
Oy = =+ == et Op = — —=~— —
B Wx Wy E Wyx Wy

2= o . .
Wy = % : Moment de résistance de la section par rapport & I’axe X.

2xXI ) . 3
Wy, = =X : Moment de résistance de la section par rapport a I’axe Y.

b
AY
(x,y) point max
n
L
Régle X
Equérre G
Ligne nettre

d) Choix de Ia section

Les sections des poutres sont choisies selon les contraintes normales par essaies suivi de vérification.
Le 1 essai peut se faire 4 1’aide de la formule de flexion plane d’aprés la composante du moment

fléchissant qui exige de grande dimension.

Pour des sections s’inscrivant dans un rectangle, le 1% essai se fait a I’aide de la formule suivante :

My +CxMy . Wy
Wy & ZXEZ20% ol = o
i [0] Wy

. . h
Pour une section rectangulaire (b, h) = € = :;

Pour une section en double Té laminée = C =38

Pour une sectionen U = C=6
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e) Calcul des fleches et rotations

En flexion déviée, les fleches et les rotations sont déterminés séparément dans chaque point

soit par :

Intégration de I*équation de I’axe fléchi, soit suivant la méthode de Mohr par les équations

universelles.

La fleche globale est la somme géométrique des composantes des fléches constitutives.

ﬁ:otale = ﬂ‘fxz +fY2

Ou fx et fy : sont les fleches dans les plans fx et fy.

La rotation résultante se calcule aussi de la méme manieére -

Orotate = }9{,;? & 93

Ou Ox et Oy : sont des rotations de la section autour des axes X et Y.
Remarques :

* La fleche totale a lieu dans un plan perpendiculaire a I’axe neutre.
» La rotation résultante s’effectue autour de P'axe neutre.

* Laposition de la déformé (forme de déformation) est déterminée par la formule :

tanfB’ = %

Ou B est I'angle formé par la direction du déplacement vertical résultant et I’axe Y.
Exemple d’application.

Choisir la section de la poutre fléchie suivant deux plans comme indiqué sur la figure
ci-dessous. On donne [6] =160 MPa = 160 x 10° kPa.

Y X
g=40kN/m

™ F=10kﬂ [.b_]
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Solution :

a) Section rectangulaire y X

Donnée en plus : on adopte la rotation

__20x6  10x6 ]
Omax = px (2% b)? = 2% b xb?

. Mx
optimale : g |
R %X -7 cad: h=2xb é l
b Wy &~ |
o |
Condition de résistance :  Omax < (0] S i
My My i
=—+ — < [d] |
'.
!

Omax = 160 % 10 kPa

— b=72%102m =h=144X 102 m et Paire : A; = 104 X 10 m?

b) Section en H
Donnée : on adopte la section H n® 36
Wy = 743 em3 = 743 x 1076 m?
= {Wy=711cm®> =711 X 10~¢ m?
A=619cm? =619 X 10™*m?

My My
— —_—— —_— <
Omax WX+ Wy & [U]
20 10

— 27 x 103 +140 x 10° = 167 X 10°kPa

= Omax =

+
743 % 10°°  71,1x107°

Elle dépasse [o] mais de 4,4 %, donc 44%<5% = cest admissible.
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X.3 Flexion Composée

Une poutre est sollicitée en flexion composée lorsqu’elle est soumise simultanément a

une flexion plane ou déviée et a un effort normal.

Flexion composée

X.3.1 Flexion plane composée

Soit une poutre soumise simultanément  la flexion plane et & la traction (flexion plane

composée).

Nse
T

=

™~

Y

a) Calcul des contraintes

Pour déterminer les contraintes globales. on utilise le principe de la superposition des effcts.

g v ; F N
« les contraintes dues a Fy (traction). 0 = -gl = 7 avec Fy=N = dans notre cas.
. - . My
o Les contraintes dues a I, (flexion plane). 0f = ‘o Xy
X
. . L N My
= Les contraintes globales (flexion plane composée) : 0 = 0 + 0p = ¢ + T Ry
X
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Remarques :

> La contrainte globale atteinte ses extrema pour les fibres les plus éloignées de I’axe

neutre.

_ _ N My _ _ N
01 = Omae = 5 F 15— et 02 = Omin = 5

Mx
Wy x

> Les contraintes tangentielles provoquées par I’effort tranchant peuvent se calculer par la

formule de Jourasky :

Ty = 22X et T, = 2X%
Y bxlIy X h xly

v" Puisqu’elles sont nulles dans les fibres extrémes ot les contraintes sont extrémes,
elles ne jouent aucun rdle dans la résistance et de ce fait, on ne s’intéresse ici
qu’aux contraintes normales.

v' Cependant, il faut vérifier a part si les contraintes tangentielles sont admissibles.

b) Condition de résistance
o Pour les barres qui résistait de la méme fagon a la traction (ex : acier) et a la

compression, la condition de la résistance est de forme :
Omax =%+ x_i < [o]
Remarques :

» Si effort tranchant est pris en considération, pour déterminer la section dangereuse et
moment fléchissant maximal, il faut construire au préalable, le diagramme des
moments fléchissants.

» Pour les barres qui résistent de fagon différente a la traction et a la compression, la
résistance doit étre vérifiée vis-a-vis des contraintes de traction et des contraintes de

compression (deux vérifications a faire).
X.3.2 Flexion déviée composée

En pratique, la flexion se trouve souvent combinée avec la traction (compression) suite
a une application excentrée de la sollicitation paralléle a ’axe de la barre en sorte que la

résultante F ne coincide pas avec I'axe de cette dernicre.




a) Calcul des contraintes
En appliquant la méthode des sections, on a dans toute section droite, on a :
» Un effort normal : N=F
» Un moment fléchissant par rapport & 'axe X : Mx =F X yy= N X yy
» Un moment fléchissant par rapport a 'axe Y : My = F X x¢= N X xy
Par superposition. la contrainte en un point quelconque de la section droite de coordonnées (x.

y) cst égale :

N My M,
0= —=+—Xy+ — Xx
S Iy L,
Pour les sections possédant les points anguleux saillants les contraintes extrema s™écrivent :
N My M
g= — A e -
S Wx W,

OU Wy et Wy @ couple de réactions par rapport aux axes X et Y.
v" Dans notre exemple. la contrainte maximale est au point L.

N M, M

y
op= —+ —+ —
S Wy W,
v' |a contrainte min (sens algébriques) se trouve au point .
L. W
D
S Wy W,
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b) Condition de résistance

Par rapport aux contraintes de tractions, elles s’écrivent :

= — —_— —_— < 3
O¢ S+WX+WSJ_[J]

¢) L’équation de la ligne neutre
Pour déterminer la position des points dangereux, il faut établir la position de la ligne neutre,
dont I’équation s’obtient en annulant [a contrainte.
— —— X Yy ——
5 dg e

Iy

Xxo=0

Ou xg et yp : coordonnées courantes des points de I’axe neutre, introduisons les notations :

i Ix " Iy
fg== et lg==

s
e 3 PR % .|y e T
Les quantités suivantes : iy = /S et iy = /.S' , caractérisant la géométrie de la

section et s’appellent les RAYONS DE GIRATION de la section par rapport aux axes X et Y.
Maintenant, la formule précédente devient :

N X X X X

—x(1+’r g 2 ya)=0

2 2
S iy iy

N
Comme : = # 0, alors :

XfXx VXY, s Xo Yo __
1+ f‘zﬂ-l- f‘20=0, Oubien:—5 +—5 =1
' tx il ik
i Yr
On peut la mettre sous la forme de la droite :
Xo Yo
—4 === 1
a b
.2 P2
. ly lX i 3 %
o a= ——X et b= ——sontlessegments sectionnés par la ligne nulle sur les axes
xf Yf

de coordonnées x et y.

Remarque :

Le rayon de giration est toujours positif. Par contre a et X, ainsi que b et yr ont des signes

différents.




d) Diagramme des contraintes

Loy,

¢) Noyau central de la section

Pour les matériaux qui résistent mal & la traction (par exemple une magonnerie en
brique), il est intéressant de trouver la région de la section droite dans laquelle I’effort normal
de compression excentré peut agir sans produire aucune contrainte de traction. Cette région

est le noyau central de la section.

Il en résulte que la ligne de contrainte nulle ne coupe jamais la section, lui étant au plus
tangente. Cette propriété permet de déterminer le noyau central illustré ici pour la section

rectangulaire.

o4 Rectangle
A D
1 -
h  —|-& 13—
J f
Bl [br3] | ©
| l:) ——
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f) Noyaux centraux des sections usuelles

Profilé en I

Cercle Couronne Carré | |

d D '
a3

_r=2l/(sh)

r1=210yf(sb}

d/4

=(1+d¥D*)D/8
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Application :

Une poutre en profilé en forme de corniére encastré en son extrémité est soumise & son poids
propre. On demande de déterminer la contrainte maximale a I’encastrement.

Données : L = 3 m, profilé n°10, épaisseur du profilé : e =10 mm.

y\ %
/ .z

Poids du profilé (table) : q = 0,151 kgf/em.
Moments d’inertie :
Ix=Ipax =284 cem® et Iy=Ipy=749 cm”
Solution :
Le moment fléchissant maximal se trouve & I’encastrement, sa valeur est :

x 12
M= > = 6790 kgf Xcm

Dessinons a I'échelle, la section droite et tragons les axes principaux centraux XetY,

« Ligne neutre (flexion simple déviée)

1 284
y= —x x}-{xcota = y= —X X-— Xcot45 = y= —379 xx
¥ ,

« Les coordonnées du point A (le point le plus éloigné de I'axe neutre) :

x; = —36cm e y,= —64cm (dessin en toute grandeur).
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; . M M
« La contrainte maximale :  Opgy = T—’-‘-x Va + -!—Yx X,
X ¥ )
. . 7
Ou : MX=st1naetMy=M><cosa:>MX=M},=?xM

4750 X60 4750 X 3,6 5
Donc : Omax = — 284 - 749 = Omax = —335 kgf/cm
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