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PREFACE

La premiére année d’études supérieures pose les bases des mathématiques. Les no-
tions de base de mathématiques vous offriront un langage unique pour accéder a une
multitude de domaines scientifiques. Nous vous proposons de partir a la découverte
des maths, de leur logique et de leur beauté. Dans vos bagages, des objets que vous
connaissez déja : les entiers, les fonctions... Ces notions en apparence simples et in-
tuitives seront abordées ici avec un souci de rigueur, en adoptant un langage précis
et en présentant les preuves. Ce polycopie est consacré a 'algebre et se divise en six
chapitres.

Le premiére chapitre débute par la logique mathématiques et les différents types de
raisonnement mathématiques, qui sont des fondamentaux pour lire ou démontrer des
propriétés en mathématiques.

Ensuite, en deuxiéme chapitre, en présentant les notions des ensembles et les relations
dans un ensemble.

Le chapitre trois est pour présenter les applications et fonctions. En chapitre quatre
est consacré pour les structures algébriques, telles que : les groupes,les anneaux et les
corps, en présentant quelques exemples.

La seconde partie est entiérement consacrée a ’anneau des polyndmes et les fractions
rationnelles, nous présentons des outils de décomposer des fractions rationnelles.

Les efforts que vous devrez fournir sont importants : tout d’abord comprendre le cours,
ensuite connaitre par coeur les définitions, les théorémes, les propositions... sans ou-
blier de travailler les exemples et les démonstrations, qui permettent de bien assimiler
les notions nouvelles et les mécanismes de raisonnement.

Enfin, vous devrez passer autant de temps & pratiquer les mathématiques : il est in-

dispensable de résoudre activement par vous-méme des exercices, sans regarder les
solutions.




CHAPITRE 1

LOGIQUE ET RAISONNEMENT MATHEMATIQUES

1.1 Definitions

Une proposition logique (ou assertion) est une affirmation formée d’un assemblage
de symboles et de mots, portant sur des objets mathématiques, a laquelle on peut clai-
rement attribuer la valeur vraie ou la valeur faux.

On note P une proposition.
Par définition P satisfait les trois principes (ou axiomes) suivants :

— Principe d’identité : P est P. Autrement dit si P est vrai alors P est vrai et si P

est faux alors P est faux.

— Principe de non contradiction : P ne peut pas a la fois étre vrai et faux

— Principe du tiers exclus : Soit P est vrai, soit P est faux.

Ces trois principes constituent le fondement de tout raisonnement mathématique.
Le dernier point mérite que 1’on s’y attarde un instant :

Soit P la proposition « Le carré d’un nombre réel est strictement positif ». Alors ? Vrai
ou faux?

L'intuition premiére serait de répondre "¢a dépend du nombre", c’est le cas pour la
plupart des nombres mais c’est faux pour zéro (car 02 =032 0).

Le probléme est que cette réponse est en contradiction avec le principe du tiers exclus.
11 faut donc attribuer clairement a cette proposition la valeur vrai ou la valeur faux.
Etant donné qu’il existe au moins un nombre (ici zéro) pour lequel cette proposition
est fausse, on dira que la proposition P est fausse.

Exemples :

1. A: « Le nombre de lettres dans I'alphabet francais est 10. » La proposition A est
fausse.

2. B: « 2+2=4» La proposition B est vraie.

3. C:«x>1», C nest pas une proposition logique compléte car elle contient une
variable libre x. On ne sait pas ce qu’est x (un point? un nombre entier? un

3




1.2. VOCABULAIRE USUEL A.RASSOUL

vecteur? une étoile de 'univers?). On ne peut donc pas attribuer de valeur de
vérité a la proposition C.

4. C: « Soit x un nombre réel, alors x > 1 » La proposition C est fausse. En effet C
est une proposition logique car on a défini la variable x comme étant un nombre
réel. Mais elle est fausse car par exemple 0 est un nombre réel et 0<1. On utilise
ici un contre exemple pour prouver que la proposition C’ est fausse. Ce type de
raisonnement sera approfondi dans la derniére partie.

Remarque 1.1 Les propositions logiques ne peuvent prendre que deux valeurs : VRAI ou
FAUX (d’oui le nom de logique bivalente)

11 faut bien faire la distinction entre une proposition (qui est une phrase) et sa valeur
(qui est soit VRAI soit FAUX).

1.2 Vocabulaire usuel

Axiome : Un axiome est un énoncé supposé vrai a priori et que l'on ne cherche pas
a démontrer.

Proposition (ou assertion ou affirmation) : Une proposition est un énoncé pou-
vant étre vrai ou faux. Par exemple, « tout nombre premier est impair » et « tout
carré de réel est un réel positif » sont deux propositions.

Le mot proposition est clair : on propose quelque chose, mais cela reste a dé-
montrer.

Théoréme : Un théoréme est une proposition vraie (et en tout cas démontrée
comme telle). Par abus de langage, le mot proposition désigne souvent, dans la
pratique des cours de mathématiques, un théoréme intermédiaire ou de moindre
importance, et méme on a tendance a appeler proposition la plupart des théo-
rémes pour réserver le mot théoréme aux plus grands d’entre eux (théoreme de
Pythagore, . . . ). C'est d’ailleurs ce dernier point de vue que nous adopterons
dans les chapitres ultérieurs (mais pas dans ce premier chapitre ou le mot «
proposition » aurait alors deux significations différentes).

Corollaire : Un corollaire a un théoréme est un théoreme qui est conséquence de
ce théoréme.

Lemme : Un lemme est un théoréme préparatoire a ’établissement d’un théoreme
de plus grande importance.

Conjecture : Une conjecture est une proposition que l'on suppose vraie sans par-
venir a la démontrer.




CHAPITRE 1. LOGIQUE ET RAISONNEMENT MATHEMATIQUES  A.RASSOUL

1.3 Connecteurs logiques

Les opérateurs permettent de construire de nouvelles propositions a partir d’une
ou de plusieurs propositions initiales. Commengcons par le premier (et le plus simple!)
d’entre eux l'opérateur « NON ».

1.3.1 Lanégation

Apprenons & dire non! Soit A une proposition. On définit une proposition « non
A » que l'on note (avec une sorte de petit L allongé vers le bas) Si A est vraie alors
est fausse. Si A est fausse alors est vraie. Pour ceux qui font de la programmation,
'opérateur « NON » (noté - en maths) est souvent noté «! » en informatique.
On peut établir la table de vérité de 'opérateur de négation a partir de sa définition.

Définition 1.1 Une table de vérité est un tableau définissant la valeur d’une fonction lo-
gique pour chacune des combinaisons possibles des entrées.

Construction : Dans la premiére colonne, je place toutes les valeurs que peut prendre
A (c’est  dire Vrai ou Faux). Dans la seconde colonne, je place la valeur de vérité de
correspondante.

Par convention et pour faciliter la lecture de grandes tables, on écrit 0 pour la valeur
FAUX et 1 pour la valeur VRAL

A|-A
110
0] 1

TasLe 1.1 - Table de vérité pour non (P)

11 est important de bien comprendre comment construire une table de vérité, nous
nous en servirons de nombreuses fois dans ce cours.

Ce connecteur est assez intuitif dans la mesure ou nous l'utilisons quotidiennement.
Quelques exemples :

A : « Blida est la capitale de 'Algérie » (1) : « Blida n’est pas la capitale de I'Algérie
» (0)

B : « 7t est un nombre entier » (0) : « T n’est pas un nombre entier » (1)

C: « 5 est un nombre impair » (1) : « 5 est un nombre pair » (0)

Ce premier opérateur doit maintenant vous paraitre assez simple. Pour construire des
raisonnements logiques on a besoin d’utiliser des opérateurs permettant de lier deux
propositions logiques entre elles (on les appelle des opérateurs binaires).




1.3. CONNECTEURS LOGIQUES A.RASSOUL

1.3.2 La conjonction

Le premier d’entre eux est 'opérateur « ET ». Soient A et B deux propositions. On

définit une nouvelle proposition « A ET B » que l'on note « A A B » Cette nouvelle
proposition est

1. vraie lorsque A et B sont vraies en méme temps

2. fausse dans tous les autres cas

On déduit de cette définition la table de vérité de la proposition « AA B »

AAB

A
1
1
0
0

O = O =
o 0 o >

TaBLE 1.2 — Table de vérité pour la conjonction

Les deux premiére colonnes permettent de lister tous les cas possibles pour les
valeurs de vérité de A et de B. La derniére colonne associe la valeur de vérité de la
proposition : AAB. Il est important de bien comprendre la table de vérité de l'opérateur
« ET » car il est utilisé dans de nombreux raisonnements.

Quelques exemples :

— A «5 est un nombre inférieur & 10 ET 5 est pair »
Soit A’ : « 5 est un nombre inférieur 4 10 » A’ est vraie
Soit A” : « 5 est pair » A” est fausse
La proposition A est la proposition « A’ A A” » D’apreés la table de vérité de
'opérateur binaire « ET », on en déduit que la proposition A est fausse.

— B: «La lettre A est une voyelle et T est une consonne. »
En résonnant de méme, on en déduit que la proposition B est vraie.

1.3.3 La disjonction

Le deuxiéme opérateur binaire que nous allons étudier est I'opérateur « OU »

Soient A et B deux propositions. On définit une nouvelle proposition « A OU B » que
I'on note « AV B »,

Cette proposition est :

— fausse lorsque A et B sont fausses en méme temps
— Vraie sinon

Autrement dit, la proposition « AV B » est vraie uniquement si A ou B est vraie (ou les
deux!). La table se construit de la méme maniére que la précédente.

6




CHAPITRE 1. LOGIQUE ET RAISONNEMENT MATHEMATIQUES  A.RASSOUL

A|B|AVB
1|1 1
110 1
041 1
010 0

TasLE 1.3 — Table de vérité pour la disjonction

Exercice 1.1 On considére une proposition A2.
A2: « 5 est un nombre inférieur d 10 OU 5 est pair »
Quelle est la valeur de vérité de cette proposition ?

Correction : Soit A’ : « 5 est un nombre inférieur a 10 ». A’ est vraie

Soit A” : « 5 est pair ». A” est fausse

La proposition A, est la proposition "A’V A” » D’aprés la table de vérité de 'opérateur
« OU », la proposition A, est vraie

Les opérateurs binaires « NON », « ET », et « OU » notés respectivement « = » « A » et

« V » sont les plus importants en mathématiques car ils permettent de définir tous les
autres opérateurs.

1.4 Lois de Morgan

Morgan (1806-1871)Combinons maintenant les trois opérateurs vus précédemment !
Comme toujours, on considere A et B deux propositions. Cherchons les propositions
équivalentes aux propositions P et Q telles que P : =(A A B),

Q:~(AVB).

Définition 1.2 On dit que deux propositions sont équivalentes lorsqu’elles ont les méme
valeurs de vérité. On va donc une nouvelle fois utiliser les tables de vérité.

Exercice 1.2 Etablissez les tables de vérité des propositions P et Q.

Correction :

On commence dans les deux cas par la proposition a I'intérieur de la parenthese, puis
on réalise l'opération « NON » pour obtenir respectivement P et Q.

A|B|AAB|P
11| 1 |o
1ol o |1
o[1f 0 |1
olol o |1

De méme la table de vérité de la proposition Q s’écrit :

7




1.4. LOIS DE MORGAN A.RASSOUL

A|B|AVB]Q
11 1 o
110 1 |o
of1| 1 |o
olo| o |1

Exercice 1.3 Etablissez maintenant les tables de vérité des proposions P’ et Q’ telles que :
P’':-A v -B
Q’ 1 =A A -B

Puis comparez les valeurs de vérités de P et P’ et de Qet Q’
p

Correction : Vos tables doivent normalement s’étre un petit peu complexifiées... mais

tout ceci reste tres simple! Pour cette correction, je me suis permis de faire deux ta-
bleaux en un, voyez de vous méme :

A|B|-A|-B|P|P|Q|Q
1(1(0 0 J0j0|O0]|O
10891 O 1 13131]10 10
0]1] 1 O |1(1/01{0
0]0] 1 SRESETERE

TaBLE 1.4 - Table de vérité pour la loi de Morgan

On remarque que P et P’ (respectivement Q et Q’) ont les méme valeurs de vérité.
Les propositions P et P’ (respectivement Q et Q’) sont donc équivalentes.

Sila proposition P est vraie alors la proposition P’ est vraie.
Sila proposition P est fausse alors la proposition P’ est fausse.
Sila proposition P’ est vraie alors la proposition P est vraie
Si la proposition P’ est fausse alors la proposition P est fausse.

De méme avec Q et Q’. Autrement dit on dira que P est P’ et que Q est Q’. Cette
conclusion nous permet d’écrire les lois de Morgan :

~(4 \B)&-a\/-B
ﬁ(A\/B)@ﬂA/\ﬂB

Exercice 1.4 A : « Il est grand et a 15 ans ou plus. »
B:«m>3An<g2»
Ecrivez —A et —B.

Correction : Soit A’ : « Il est grand. » =A’ est « Il n’est pas grand. » ou bien « Il est petit.
» (on considérant qu’il n’existe pas de gens moyens!)

8




CHAPITRE 1. LOGIQUE ET RAISONNEMENT MATHEMATIQUES  A.RASSOUL

Soit A” : «I1a 15 ans ou plus. » =A” est « Il a moins de 15 ans. » (et non pas « I1 a 15
ans ou moins. ».

En effet le contraire de l'opérateur supérieur ou égal est Popérateur inférieur strict.)
La proposition A est A’ AA”. Donc la proposition —=A que nous devons déterminer
est =(A” AA”) Or d’apres les lois de Morgan, —(A’ A A”) est =A’\/ =A” Donc —A est
—A”V -A” Donc —A est « Il n’est pas grand ou a moins de 15 ans. »

En raisonnant de méme, on déduit que —B est « 7 < 3\/ 7t > 2 ». Le contraire de I'opé-
rateur inférieur strict (respectivement supérieur strict) est inférieur ou égal (respecti-
vement supérieur ou égal). Avec les lois de Morgan vous étes maintenant capable de

combiner comme bon vous semble toute proposition logique en utilisant les trois opé-
rateurs de base: -, A et \/.

Remarque 1.2 Dans le cas d'une proposition combinant les symboles )\ et \/ sans faire
Vusage de parenthése sachez que c’est par convention l'opérateur )\ qui est prioritaire.

Par exemple la proposition P: AAB\/ C A D est la proposition (A A B) \/(C A D).

Ces trois opérateurs vont nous permettre de définir I'implication et I’équivalence. Im-
plications et équivalences Nous voila au coeur du sujet.

En effet les implications et les équivalences sont utilisées dans la grande majorité des
démonstrations en mathématiques. Bien les comprendre permet donc d’éviter des er-
reurs de raisonnement dans une copie... mais aussi dans la vie.

1.4.1 Notion d’implication

L'implication, au méme titre que 'opérateur « ET » par exemple, est un opérateur
binaire (c’est a dire, rappelons le, qui lie deux propositions entre elles). Soient deux
propositions P et Q. On note P = Q (et on lit P implique Q) la proposition qui prend
les méme valeurs de vérité que la proposition ~P v Q.

Exemple 1.1 Prenons un exemple de relation d'implication : « II pleut. » = « Le sol est
mouillé. ». Cette proposition est vraie s'il suffit qu’il pleuve pour que le sol soit mouillé.

Mais attention si le sol est mouillé il ne pleut pas forcément (le fleuriste peut avoir vidé un
sceau d’eau sur le sol).

I1 est important de bien comprendre cette notion. On suppose vraie I'implication pré-
cédente.

5l pleut alors le sol est mouillé. En revanche si le sol est mouillé, il est impossible
de prévoir s'il pleut ou non. Trés bien, mais je ne vois pourquoi P = Q c’est la méme
chose que —P v Q?! Je dois avouer que cette définition de I'implication n’est pas des
plus intuitives.

Reprenons notre exemple précédent. Je dis : s'il pleut alors le sol est mouillé, cela veut
dire bien qu’il est impossible qu’il pleuve et que le sol ne soit pas mouillé.

En formalisant on obtient - (« Il pleut » A= « Le sol est mouillé »). Et d’apres les lois
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de Morgan - « Il pleut. » V- « Le sol est mouillé. », c’est a dire - « 11 pleut. » vV « Le sol
est mouillé. » On retrouve bien que P = Q a les mémes valeurs de vérité que -P VvV Q
Ce n’est peut-étre pas encore clair dans votre esprit alors prenons un autre exemple.
On considére vraie la proposition : « Si je suis fatigué, je vais me reposer. » C'est a dire
que « Je suis fatigué. » = « Je vais me reposer. » Cela veut bien dire que « Je ne suis pas
fatigué. » ou « Je vais me reposer. » Table de vérité

Exercice 1.5 Aprés avoir encore un petit peu cogité cette notion, je vous laisse construire la
table de vérité de l'implication.

Correction :
PIQ|-P|P=Q
1)1 0 ]
110} 0 0
0j1} 1 ik
0107 1 1

TasLE 1.5 — Table de vérité pour l'implication

Remarque 1.3 Si P est fausse, P = Q est est vraie. Pour étayer votre culture, sachez que
la table de vérité de I'implication était connue par les grecs de l'antiquité, notamment par
les stoiciens : « Du vrai suit le vrai... Du faux suit le faux... Du faux suit le vrai... Mais du

vrai, le faux ne peut s’ensuivre » (diogéne Laérce, Vies, doctrines et sentences des philosophes
illustres, livre VII, 83)

Plusieurs formulations pour une méme notion P = Q se lit aussi :
» SiPalors Q
» Il suffit que P pour que Q
» Il est nécessaire que Q pour que P
» Il faut que Q pour que P.

Soient P et Q deux propositions. Pour montrer que Q est vraie, on utilise la régle sui-
vante :

Si P est vraie et si P = Q est vraie, alors Q est vraie.

Je ne vois pas bien d’oli tu sors ce raisonnement miracle?! De la table de vérité de
I'implication pardi! Je vous la rappelle juste ici :

PIQ[-P|P=0Q

(1] 0| 1 %
1lolo] o
ol1]| 1| 1
olof 1] 1 &

On remarque que les conditions initiales (P est vraie et P = Q est vraie) corress=

pondent a la premiére ligne. Or sur cette ligne Q est aussi vraie. Ce qui prouve que
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notre raisonnement est correct. Si vous doutez encore (et c’est tout a votre honneur ),

vous pouvez établir la table de vérité de la proposition P A(P = Q), et montrer que
cette proposition est équivalente a Q.

Exemple 1.2 Socrate est un homme. Tous les hommes sont mortels. (C’est d dire « Etre un
homme. » = « Etre mortel. » ) Donc Socrate est mortel.

Vous le voyez, le syllogisme est un raisonnement plutbt intuitif. 1l était souvent utilisé par
les grecs de l'antiquité, d’oti Uexemple de Socrate.

Implication réciproque Encore un petit quelque chose. P et Q sont toujours deux proposi-
tions. La proposition Q = P est appelée Uimplication réciproque de la proposition P = Q.
Retenez cette expression, on va s’en resservir dans deux lignes.

1.4.2 Equivalence

Le symbole de I'équivalence est <. Une double fléche qui n'est pas sans rappeler la
fléche de 'implication vue juste au dessus.
On dit que la proposition P < Q est vraie (et on lit P équivaut a Q ou P si et seulement
si Q) quand Iimplication P = Q et I'implication réciproque Q = P sont vérifiées en
méme temps.

Donc P < Q est (P = Q)A(Q = P). La table de vérité de 1’équivalence est donnée
comme suit :

PIlQI-P|-Q|P=Q|Q=P P&sQ
11110 0 1 1 1
110 0 1 0 1 0
01171 0 1 0 0
01071 1 1 1 1 1

TaBLE 1.6 — Table de vérité pour ’équivalence

On remarque que 1’équivalence entre P et Q est vraie lorsque P et Q ont la méme
valeur de vérité (toutes deux vraies, ou toutes deux fausses).
Pour démontrer une équivalence, on utilise souvent a regle de la double implication :
— on démontre dans un premier temps une implication
— puis dans un second temps on démontre I'implication réciproque
On en déduit que I'équivalence est vérifiée. Nous avons d’ailleurs déja utilisé la rela-
tion d’équivalence dans ce cours. En effet quand on dit par exemple que la proposition
P = Q prend les méme valeurs de vérité que la proposition —P\/ Q, cela revient a dire
que la proposition (P = Q) & (-P\/ Q) est vraie.
Lorsqu’il y a équivalence entre deux propositions, on peut substituer I'une avec l'autre
sans faire d’erreur de logique. C’est ce que nous avons fait avec les lois de Morgan.

Voici quelques exemples : A, B et C sont trois propositions

Tl
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— A & A (Bvident, c’est le principe d’identité, que 1'on a évoqué au début de ce
cours)

— ——A & A (Principe du tiers exclus, aussi évoqué au début de ce cours)
— (A & B) © (B < A) (On dit que I'équivalence est symétrique)
— (A® B)A(B & C) = (A & C) (On dit que I’équivalence est transitive).
Evitez les confusions! Il ne faut pas confondre implications et équivalences. A chaque

fois que vous devez donner la valeur de vérité d’une équivalence vérifiez bien la valeur
de vérité de la double implication.

Exercice 1.6 Remplacez dans chaque expression le symbole % par 'un des opérateurs sui-

vants : =, <= ou &, et A, B et C sont trois points du plan. x, y et z sont trois nombres
réels.

P : ABC est isocéle en A* AB = AC
Q:x>04%x>5
R:x=34%x2=9
Six+tz=y+zkx=y
T:xz=yzkx=1y

Correction :
P: ABC estisocéleen A < AB= AC
iy exyh
Rixmd=nx¥=9
Sixtz=y+zex=y

T:xz=yz < x =y (Limplication réciproque est fausse pour z = 0)

1.5 Quantificateurs

1.5.1 Le quantificateur universel

On note « pour tout x élément de (1, la proposition P(x) est vraie » ainsi « Vx € Q, P(x)
»
— Le symbole V se lit "quelque soit”. C'est un quantificateur, il indique que la propriété
est vraie pour tous les objets satisfaisants la condition qui suit.
— x est un objet mathématique (un nombre, un point, un vecteur...).
— Le symbole € signifie « appartient a ». C'est un opérateur qui permet de dire que x
appartient d un ensemble précisé.
— € est un ensemble d’objets. Par exemple le plan qui est un ensemble de points, ou
bien I'ensemble R qui est I'ensemble des nombre réels.
La notation Y vient de l'allemand Alle qui signifie « tous » en frangais.

1.2
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— nestimpair & 33k e Z,n=2k+1
Indication 2 : On note Z l'ensemble des entiers relatifs c’est d dire

wy—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...

Correction :

On réalise cette démonstration par contraposition. Ainsi plutét que de montrer que si n’
est pair, alors n est pair. Nous allons montrer que si n est impair alors n® est impair.
n est impair => Ak € Z,n = 2k+1 (d’aprés 'indication) n est impair = 3k € Z,n? = (2k+1)?
(on éléve au carré) n est impair = Ak € Z,n* = 2k? + 2k + 1 (on développe) n est impair
= Jk € Z,n? = 2(k? + k) + 1 (on factorise) n est impair = dm € Z,n* =2m+1 (k est un
entier relatif, donc k2 + k est aussi un entier relatif) n est impair = n? est impair (d’aprés
Iindication) n? est pair => n est pair (par contraposition) On obtient le résultat demandé,

1.6.3 Le raisonnement par I’absurde

Ce raisonnement repose sur le principe du Tiers-exclus, d savoir que si une proposition
n’est pas fausse, alors elle est vraie.
Imaginons par exemple que vous savez que quelque chose est vrai, mais vous ne savez pas le
démontrer. En raisonnant par I'absurde vous allez commencer par admettre par hypothése
que cette chose est fausse. Puis en suivant les régles de la logique vous allez développer les
conséquences de cette hypothése et aboutir d une contradiction irréfutable (comme 1 = 2,
ou 2 et 4 sont premiers entre eux). Vous allez en déduire que votre hypothése de départ est

nécessairement fausse, c’est @ dire que la chose que vous vouliez démontrer n'est pas fausse,
donc qu’elle est vraie.

Définition 1.4 Le raisonnement par 'absurde est une forme de raisonnement logique. Il
consiste

— soit d démontrer qu'une proposition A est vraie en prouvant 'absurdité de la propo-
sition —A

— soit 4 démontrer qu’une proposition A est fausse en déduisants logiquement des
conséquences absurdes

Voyons maintenant le raisonnement par U'absurde dans toute sa splendeur d travers l'un de
ses exemples les plus classiques : U'irrationnalité de (V2).

Exemple 1.7 On souhaite démontrer que la proposition P est vraie. P : ‘N2 est un nombre
irrationnel » On raisonne par I'absurde. On va donc montrer que la proposition —P est ab-
surde. —P se traduit par « V2 est un nombre rationnel » Si \2 est rationnel, il peut se mettre

sous la forme d’une fraction. C'est d dire Ja€ Z,db e Z, V2 =abavecaeth premiers entre
eux.

On simplifie cette égalité : Jac Z,3bc Z,2 = %; (on éléve au carre)
Ja € Z,3b € Z,a* = 2b? (par produit de b?). Donc a* est pair, donc a est pair (cf. démons-
tration par contraposée du paragraphe précédent)
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Donc 3k € Z, a = 2k (propriété vue précédemment)

En remplagant dans I'égalité précédente, on obtient 3a € Z,3k € Z, 2b? = (2k)?
daeZ,3keZ,b? = 2k?

Donc b? est pair, donc b est pair ce qui est impossible car a est pair et que a et b sont
premiers entre eux. On aboutit @ une contradiction. Donc la proposition —P est fausse. Donc
V2 est un nombre irrationnel.,

Dans le cas ou la proposition @ démontrer est de la forme P = Q, raisonner par U'absurde
consiste d démontrer que la proposition P \ ~Q est fausse. Pour se faire, on suppose que P

est vraie et que Q est fausse, on développe les conséquences et on montre que 'on arrive d
une contradiction,

1.6.4 Le raisonnement par récurrence

Définition 1.5 Un raisonnement par récurrence permet de montrer qu'une propriété est
vraie ou qu'elle est fausse pour tous les entiers a partir d’un certain "rang”.

La forme générale des propriétés que nous allons démontrer par récurrence est : (Yn € IN)n >
k, P(n) Pour se faire il faudra démontrer les deux points si dessous :
— P(k) C’est l'initialisation
— On montre que la propriété est vérifiée au rang k.
— Vn € N)n > k,P(n) = P(n + 1) Clest I’hérédité, On montre que si la propriété est
vraie au rang n, alors elle est vraie au rang n + 1. (On montre une implication).
Pour terminer la démonstration, il suffit alors d’indiquer que d’aprés le principe de
récurrence, ces deux conditions prouvent la propriété ¥n € N)n > k, P(n).
Voici une illustration visuelle d'un raisonnement par récurrence :

Etape 1 : on montre que le premier domino tombe (k = 1).
Etape 2 : on montre que la chute du domino n entraine la chute du domino n+ 1.
Etape 3 : on en déduit que tous les dominos tombent.

Le principe de récurrence L'image des dominos ne doit pas vous poser de probléme, et en
maths ¢a donne quoi ? Exemple : Montrons que

n
Vne IN’,Zp = ﬁ(—n;—l)
p=1

On note IN I'ensemble IN privé de 0. Pas de panique, ne vous laissez pas inquiéter par
tous ces symboles mathématiques ! Il suffit de suivre les 3 étapes du raisonnement,
0 Etape 1 : Initialisation Montrons que la propriété est vraie pour n=1. On calcule

séparément les deux termes de I'égalité. » Y=\ = 1 Donc l'égalité est vérifiée au rang
n=1.

o Etape 2 : Hérédité On suppose que pour un certain n, Lop= M) (cest a dire
p=mtl b= -—_—("”]2("*2] (cest d dire que

que n vérifie notre égalité). Montrons alors que Lpe1
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n+ 1 vérifie notre égalité). Pour écrire la deuxiéme expression, il suffit de substituer
n+ 1 a4 ndans la premiére expression. Puis, on démontre I'égalité :

Zp+(n 1) (”+1) +(n+1)

(d’apreés la définition de Ia somme)

Fflp _ (n+1)2(n+2).
p=1

On obtient bien I'égalité demandée. On en déduit que si n vérifie I'égalité, alors n+1
vérifie aussi I'égalité.

¢ Etape 3 : Conclusion On conclue que d’aprés le principe de récurrence, I'égalité est
vérifiée pour tous les n différents de 0.

Exercice 1.11 Démontrez par récurrence que

n
VneN',) (2p—1)=n’
p=1
On rappelle aussi que (n+1)? =n? + 2n + 1.

Correction :
¢ Initialisation : pour n=1

n

Z(Zp—l)=2x1»1:1:12:1
p=1
Donc I’égalité est vérifiée pour n=1.

¢ Héréditié : On suppose que pour un certain n, Y p=1(2p-1)= n?
Montrons alors que Z”“ (2p—1) =(n+1)? (d’apres la définition de la somme)

n+1 n
Z(2p~ 1)= Z(2p— 1)+ (2n+1)
p=1 p=1
(On développe)
n+1
Y (@p-1)=n?+@2n+1)=(n+1)?
p=1
(Par hypothése de récurrence)
n+1
) (2p-1)=(n+1)?
p=1

(On factorise) On obtient I'égalité demandée.
0 Conclusion : d’aprés le principe de récurrence

b3
Vne N, Z(zp ~1)=n.
p=1

1.7
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1.7 Exercices

Exercice 1.12 Donner les tables de vérité des fonctions propositionnelles suivantes et indi-
quer, le cas échéant, si ce sont des tautologies :

P ou non P (principe du tiers exclu),
non (P ou Q)é<((non P) et (non Q)),
(P = Q)<= (non (P et non Q)),

(P = Q) et (Q=> R))== (P => R) (transitivité de la relation d’implication),
(non P == non Q)<= (P = Q).

9y g Be ha 3

Exercice 1.13 Ecrire la négation des assertions suivantes oit P, Q, R, S sont des proposi-
tions.

I. P=z6}

2. PetnonQ,
3. Pet (QetR),
4. Pou (QetR),

5. (PetQ)=(R=—8S).

Exercice 1.14 Soient les quatre assertions suivantes :
a) dxeR,VyeR:x+y>0,
b) VxeR,dyeR:x+y>0;
c) VxeR, VypeR:x+y>0;
d) 3xeR,VyeR:p?>x

1. Les assertions a, b, c, d sont-elles vraies ou fausses ?

2. Donner leur négation.

Exercice 1.15 Nier la proposition : tous les étudiants de la premiére de "ENSH ont un bac
2019 et prendront une bourse de 5000 DA.

Exercice 1.16 Soit f une application de R dans R. Nier, de la maniére la plus précise pos-
sible, les énoncés qui suivent :

1. Pourtout xe R f(x) > 1.

2. Lapplication f est décroissante.

3. Lapplication f est croissante et positive.
4

. Il existe x € R* tel que f(x) > 0.

On ne demande pas de démontrer quoi que ce soit, juste d’écrire le contraire d'un
énoncé.
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Exercice 1.17 Soit f et g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantifacteurs
les expressions suivantes : 2colonnes

1. f est majorée;

f est bornée;

f est paire;

f est impaire;

f ne s’annule jamais;
f est périodique;

f est croissante;

© N S kDN

f est strictement décroissante;
9. f n’est pas la fonction nulle;
10. f n’a jamais les mémes valeurs en deux points distcincts;
11. f atteint toutes les valeurs de IN;
12. f estinférieurea g;

13. f n'est pas inférieure d g.

Exercice 1.18 Montrer que \2 ¢ Q.

; ; K __ n{n+1)}
Exercice 1.19 1. Démontrer par récurrence que ) y_, k = —1-—2-—
2. Calculer: Y K3 ¥ 7 (k1)

3. En dédire que Y }i_, k* = ”_("i}éz”_‘“).
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CHAPITRE 2

ENSEMBLES ET RELATIONS

Introduction

Depuis le début du XXe siécle, I'utilisation du vocabulaire de la théorie des ensembles a
permis de clarifier, simplifier, unifier toutes les mathématiques. Depuis de nombreuses an-
nées, ce vocabulaire s'est fixé et est devenu la langue universelle de ceux et celles qui font ou
utilisent des mathématiques. Son emploi induit des modes de raisonnement simples, clairs,
généraux, et 'étudiant peut ainsi cheminer sur une voie siire. Le but est ici d’'exposer un vo-
cabulaire et des propriétés utilisables et utilisés dans tous les domaines des mathématiques,
sans masquer inutilement la puissance de leurs généralité, mais également sans développe-
ment stérile. On développera dans cette partie les notions suivantes :

— les objets fondamentaux de I'algebre que sont les ensembles,

— les relations, qui mettent en liaison des éléments de deux ensembles ou d'un méme
ensemble.

2.1 Définitions

Définition 2.1 Un ensemble est une collection d’objets; ces objets s'appellent les éléments
ou les points de 'ensemble.

Nous désignerons en général les ensembles par des lettres majuscules : E,F, A, B, etc.

Les éléments d’un ensemble seront désignés en général par des lettres minuscules : a, b, x, v, etc.
Si a est un élément d’un ensemble E, on écrit a € E et on lit « a appartient d E » ou « a est
élément de E ».

Pour exprimer que a n'est pas un élément de E, on écrit : a & E et on lit « a n’appartient pas
dE».

Nous admettons I'existence d'un ensemble noté 0, appelé ensemble vide, qui ne contient au-
cun élément.
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Un ensemble réduit 4 un seul élément a est noté a, s’appelle singleton.
Plus généralement, un ensemble qui ne contient que les éléments xy,xy, ..., X, €st n0té {x;, ..., x,}.

—-

2.1.1 Exemples:

Les exemples suivants sont déja bien connus du lecteur.
IN ={0,1,2,...} est l'ensemble des entiers naturels;
Z=\{..,-3,-2,-1,0,1,2,..} est 'ensemble des entiers relatifs;
Q est l'ensemble des nombres relationnels;
R = |~o0,+o00| est 'ensemble des nombres réels;

C est I'ensemble des nombres complexes.

2.1.2 Parties d’un ensemble - Complémentaire

Définition 2.2 On dit que I'ensemble E est indus ou est contenu dans l'ensemble F si tout
élément de E est élément de F.

On dit aussi que E est une partie ou un sous-ensemble de F.
Onécrit ECFouFDE

Par définition : ECF o VxeE=xeF

Définition 2.3 On dit que l'ensemble E est égal d I'ensemble F, et on note E = F, si on a
ECFetFCE.

Définition 2.4 Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de A
dans E l'ensemble des éléments de E qui n'appartiennent pas d A.
Le complémentaire de A dans E se note E — A ou Cﬁ OU Cyu.

Et on écrit :

Ca={x:x€EetxeA} I
Propriéteés :
— C(CA] =A,'
—_ C@=E€f CE:@;

Soient A et B deux parties de E, alors on peut facilement montrer la propriété suivante :

Si Ac Balors Cg C Cy.

Définition 2.5 Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E, noté P(E), et dont les élé-
ments sont tous les sous-ensembles de E, y compris I'ensemble vide et E lui-méme. Ainsi

AeP(EyYe> ACE

On note souvent 2F U'ensemble de parties de E car si E posséde n éléments, P(E) posséde 2"
éléments.
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2.1.3 Intersection et réunion de deux ensembles

Soient E et F deux ensembles.

Définition 2.6 On appelle intersection de deux ensembles E et F, et on note ENF, l'ensemble
des éléments x tels que x € E et x € F. On a donc

ENF={x:x€E et x€F}.

Si ENF =0, on dit que E et F sont disjoints.

Définition 2.7 On appelle réunion de deux ensembles E et F et on note E UF, I'ensemble
des éléments x tels que x € E ou x € F. On a donc

EUF={x:x€EouxeF}.

1l est évident que
EUQ=EetEUF=0=(E=0et F=0)

Propriétés : Pour A, B et C trois ensembles
o Llintersection et la réunion sont commuitative :

ANB=BNAet AUB=BUA
o L'intersection et la réunion sont associative :
AN(BNC)=(ANnB)NC
AU(BUC)=(AUB)UC
o L'intersection et la réunion sont distributive l'une par rapport d l'autre :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Théoréme 2.1 Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Alors on a les égalités suivantes :
— Canp = CaUCp;
— Caup=CaNCp.

2.1.4 Différence et différence symétrique entre deux ensembles

Soient E et F deux ensembles.

Définition 2.8 On appelle différence entre deux ensembles E et F, et on note E\F, I'ensemble
des éléments x tels que x € E et x ¢ F. On a donc

E\F={x:xeEetueF).

On peut dire que E\ F = EN Cp.




2.2. PRODUIT CARTESIEN A.RASSOUL

Remarque 2.1 De la méme maniére peut-on définir la différence entre F et E comme suit :

F\E={x:x€eFetx¢eE}.

Définition 2.9 On appelle différence symétrique entre deux ensembles E et F, et on note
E AF, 'ensemble des éléments x tels que x € E seulement et x € F seulement. On a donc

EAF=(E\F)U(F\E)=(EUF)\(ENF).

2.2 Produit cartésien

Soient E et F deux ensembles.

Définition 2.10 On appelle produit cartésien de E et F, et on note E x F, l'ensemble des
couples (x,y) tels que xc Eety € F.

ExF={(x,y):x€Eety€F)].

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

1. Si A,B,E et F sont quatre ensembles tels que

ACEetBCF, alors AxBCEXxF,

2. Si A, B et C sont des ensembles quelconques, alors

Ax(BUC)=(AxB)U(AxC),

Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).

(ExF=0) (E=0ou F=0)

Lorsque E = F, E x E se note E? et on appelle diagonale de E? I'ensemble des couples (x,x)
avec x € E.

Plus généralement, le produit cartésien de n ensembles Ey, E,, ..., E,, est l'ensemble Ey X Ep X
... X E, encore noté [|\_, E;.

de toutes les suites ordonnées (xy, ..., x,,) telles que x, € Ey,...,x, € E,,.

On dit que (xy,...,X,) est un n—uplet.

SiE;=..=E,=E,onnote E" au lieu de EXE x... x E.

Par exemple, R xR x IR se note R>.
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